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1 Циклические коды

1.1 Коды Рида-Соломона
Определение. Код Рида-Соломона – код БЧХ длины q−1 над GF (q). Минимальный многочлен
β ∈ GF (q) над GF (q) : Mβ(x) = x − β. Порождающий многочлен кода Рида-Соломона g(x) =∏δ−2

i=0 (x−αb+i). Размерность кода k = n−δ+1. Минимальное расстояние d ≥ δ. Граница Синглтона:
d ≤ n− k + 1 = δ =⇒ d = n− k + 1. Код с максимальным достижимым расстоянием

1.2 Декодирование кодов БЧХ
Замечание. Рассмотрии исправление ошибок в векторе y = c+ e.

• y(x) = a(x)g(x) + e(x)

• Синдром: Si = y(αb+i) = a(αb+i)g(αb+i) + e(αb+i) = e(αb+i), 0 ≤ i < δ − 1

• Пусть ошибки произошли в позициях j1, . . . , jt, t ≤ ⌊(δ − 1)/2⌋

Si =

n−1∑
r=0

erα
(b+i)r =

t∑
l=1

cjlα
(b+i)jl

• Значение ошибок El = ejl

• Локаторы ошибок Xl = αjl

Si =

t∑
l=1

ElX
b+i
l , 0 ≤ i < δ − 1

1.2.1 Поиск локаторов ошибок

Многочлен локаторов ошибок Λ(x) =
∏t

l=1(1−Xlx) =
∑t

l=0 Λlx
l

0 = Λ(X−1
i ) =

t∑
l=0

ΛlX
−l
i , 1 ≤ i ≤ t
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0 = EiX
b+j+1
i

t
l=0ΛlX

−l
i =

∑t
l=0 ΛlEiX

b+j+t−l
i =∑

= EiX
bcj+t
i + Λ1EiX

b+j+t−l
i + · · ·+ ΛtEiX

b+j
i , 0 ≤ j < t

0 =

t∑
i=1

EiX
b+j+t
i + Λ1

t∑
i=1

EiX
b+j+t−1
i + · · ·+ Λt

t∑
i=1

EiX
b+j
i

0 = Sj+t + Λ1Sj+t−1 + · · ·+ ΛtSj

Λ1Sj+t−1 + · · ·+ ΛtSj = −Sj+t
S0 S1 . . . St−1

S1 S2 . . . St

...
...

. . .
...

St−1 St . . . S2t−2


︸ ︷︷ ︸

St


Λt

Λt−1

...
Λ1

 =


−St

−St+1

...
−S2t−1



Теорема 1.1. Sz обратима, если z равно числу произошедших ошибок t, и вырождена, если z > t

Доказательство. Si =
∑t

l=1 ElX
b+1
l ., Ez = Xz = 0 при z > t

Sz =


1 1 . . . 1
X1 X2 . . . Xz

...
...

. . .
...

Xz−1
1 Xz−1

2 . . . Xz−1
z


︸ ︷︷ ︸

W


E1X

b
1 0 . . . 0

0 E2X
b
2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . EzX
b
z


︸ ︷︷ ︸

D


1 X1 . . . Xz−1

1

1 X2 . . . Xz−1
2

...
...

. . .
...

1 Xz . . . Xz−1
z


︸ ︷︷ ︸

WT

D вырождена, если z > t и обратима при z ≤ t. W – матрица Вандермонда, обратима при z = t.

1.2.2 Алгоритм Питерсона-Горенстайна-Цирлера

Λ1Sj+t−1 + · · ·+ ΛtSj = −Sj+t
S0 S1 . . . St−1

S1 S2 . . . St

...
...

. . .
...

St−1 St . . . S2t−2


︸ ︷︷ ︸

St


Λt

Λt−1

...
Λ1

 =


−St

−St+1

...
−S2t−1



• Вычисление синдрома Si = y(αb+i), 0 ≤ i < δ−1. Сложность при использовании схемы Горнера
O((δ − 1)n)

• Будем уменьшать предполагаемое число ошибок t ≤ τ = ⌊(δ − 1)/2)⌋, пока матрица St не
станет обратимой. Проверка обратимости матрицы требует O(t3) операций

• Решение СЛАУ задает коэффиценты Λi, 1 ≤ i ≤ t, многочлена локаторов ошибок Λ(x) =
1 +

∑t
i=1 Λix

i

• Сложность непосредственного подбора t и решения СЛАУ O(τ4)

• Локаторы ошибок Xi = αji : Λ(X−1
i ) = 0, 1 ≤ i ≤ t. Процедура Ченя поиска корней: подставим

в Λ(x) все элементы αi, 0 ≤ i < n. Сложность O(nt)

• Значения ошибок El : Si

∑t
l=1 ElX

i
l , 0 ≤ i < t. Сложность непосредственного решения O(t3)

ITMO y2019 Page 2 of 4



Лекция 11

Si =

t∑
l1

ElX
b+i
l , 0 ≤ i < δ − 1 S(x) =

δ−2∑
i=0

Six
i =

t∑
l=1

ElX
b
l

δ−2∑
i=0

(Xlx)
i

1 - (Xlx)
δ−1d(1−Xlx)

(∑δ−2
i=0 (Xlx)

i
)
= 1 mod xδ−1∑δ−2

i=0 (Xlx)
i = 1

1−Xlx
mod xδ−1

S(x) =
∑t

l=1
ElX

b
l

1−Xlx
mod xδ−1

Многочлен значений ошибок Γ(x) =
∑t

l=1 ElX
b
l

∏
j ̸=l(1−Xjx) ≡ Λ(x)

∑t
l=1

ElX
b
l

1−Xlx
mod xb−1.

Γ(x) ≡ Λ(x)S(x) mod xδ−1,deg Λ(x) ≤ ⌊(δ − 1)/2⌋,deg Γ(x) < ⌊(δ − 1)/2⌋

Теорема 1.2 (Алгоритм Форни быстрого поиска значений ошибок). Ei =
X−b

i Γ(X−1
i )∏

j ̸=i(1−XjX
−1
i )

, 0 ≤ i < t

Доказательство.

X−b
i (X−1

i )∏
j ̸=i(1−XjX

−1
i )

=
X−b

i

∑t
l=1 ElX

b
l

∏
j ̸=i(1−XjX

−1
i )∏

j ̸=i(1−XjX
−1
i )

=
Ei

∏
j ̸=i(1−XjX

−1
i )∏

j ̸=i(1−XjX
−1
i )

= Ei

Сложность O(t2)

1.3 Расширенный алгоритм Евклида
Поиск наибольшего общего делителя r−1(x) = a(x), r0(x) = b(x)

ri−1(x) = qi(x)ri(x) + ri+1(x),deg ri+1(x) < deg ri(x)

НОД равен последнему ненулевому остатку ri(x)(
ri(x) ri−1(x)

)(−qi(x) 1
1 0

)
=

(
ri+1(x) ri(x)

)
(
b(x) a(x)

)∏
i

(
−qi(x) 1

1 0

)
︸ ︷︷ ︸

U(x)

=
(
0 gcd(a(x), b(x))

)

Теорема 1.3 (Безу). Существуют многочлены u(x), v(x) : b(x)u(x) + a(x)v(x) = gcd(a(x), b(x))

Пусть Uj(x) =
∏j

i=0

(
−qi(x) 1

1 0

)
= Uj−1

(
−qj(x) 1

1 0

)
︸ ︷︷ ︸

Qj(x)

=

(
uj,0(x) uj−1,0(x)
uj,1(x) uj−1,1(x)

)
, U−1(x) =

(
1 0
0 1

)

(
r0(x) r−1(x)

)(uj,0(x) uj−1,0(x)
uj,1(x) uj−1,1(x)

)
=

(
rj+1(x) rj(x)

)
1. deg uj,0(x) = deg uj−1,0(x)+deg qj(x) =

∑j
i=0 deg qi(x) =

∑j
i=0(deg ri−1(x)−deg ri(x)) = deg r−1(x)−

deg rj(x)

2. uj,0(x)uj−1,1(x)− uj−1,0(x)uj,1(x) = detUj(x) =
∏j

i=0 detQj(x) = (−1)j+1

3. gcd(uj,0(x), uj,1(x))1. Если f(x)|uj,0(x), f(x)|uj,1(x), то f(x)|(uj,0(x)uj−1,1(x)− uj−1,0(x)uj,1(x))

4. rj+1(x) = r0(x)uj,0(x) + r−1(x)uj,1(x)
rj+1(x) ≡ r0(x)uj,0(x) mod r−1(x) – похоже на ключевое уравнение

5. gcd(rj+1(x), uj,0(x)) = gcd(r−1(x), uj,0(x))
f(x)|rj+1(x) ∧ f(x)|usj, 0(x) =⇒ f(x)|r−1(x) f(x)|r−1(x) ∧ f(xj|uj,0(x) =⇒ f(x)|rj+1(x)
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1.4 Алгоритм Сугиямы
Пусть δ = 2τ + 1

1. Пусть r−1(x) = x2τ , r0(x) = S(x)

2. Выполнять ri−1(x) = qi(x)ri(x) + ri+1(x), пока не получится deg ri(x) ≥ τ,deg ri+1(x) < τ

3. Γ(x) = ri+1(x),Λ(x) = ui,0(x)

Корректность алгоритма

1. Степени ri(x) монотонно убывают, т.е. условие останова достижимо

2. Γ(x) = ri+1(x) = r0(x)ui,0(x) + r−1(x)ui,1(x) = S(x)Λ(x) + x2τui,1(x) ≡ S(x)Λ(x) mod x2τ

3. deg ui,0(x) = deg r−1(x)− deg ri(x) ≤ 2τ − τ ≤ τ

4. Пусть Γ′(x) ≡ S(x)Λ′(x) mod x2τ ,deg Λ′(x) ≤ τ,deg Γ′(x) < τ . Если Λ′(x),Γ′(x) – истинные
многочлены локаторов и значений ошибок, то gcd(Λ′(x),Γ′(x)) = 1

Γ′(x)Λ(x) ≡ Λ(x)S(x)Λ′(x) ≡ Γ(x)Λ′(x) mod x2τ

deg Γ′(x) + deg Λ(x) < 2τ,deg Γ(x) + deg Λ′(x) < 2τ =⇒ Γ′(x)Λ(x) = Γ(x)Λ′(x) Из взаимной
простоты Λ′(x),Γ′(x) следует, что µ(x) = Λ(x)

Λ′(x) =
Γ(x)
Γ′(x) – многочленю

Γ′(x)µ(x) = Γ(x) = S(x)Λ(x) + x2τui,1(x) = S(x)Λ′(x)µ(x) + x2τui,1(x)

=⇒ µ(x)|ui,1(x). Но Λ(x) = µ(x)Λ′(x) = ui,0(x) и ui,1(x) взаимно просты =⇒ µ(x) = const

1.5 Сложность декодирования кодов БЧХ и Рида-Соломона
• Вычисление синдрома

– Схема Горнера: Si = y(αb+i) = y0 + αb+i(y1 + αb+i(y3 + . . . ))), 0 ≤ i < δ. Сложность O(nδ)
операций

– Метод Герцеля: ri(x) ≡ y(x) mod Mαb+i(x); Si = ri(αb+i), α ∈ GF (pm). Mαb+i ∈ GF (p)[x]
– минимальный многочлен αb+i. Деление на него тербует только сложений. Минимальные
многочлены многих αb+i совпадают

• Решение ключевого уравнения Γ(x) ≡ S(x)Λ(x) mod xδ−1. Расширенный алгоритм Евклида:
O(δ2) операций

• Поиск корней X−1
i многочлена локаторов ошибок Λ(x). Процедура Ченя (перебор αi, 0 ≤ i < n

и проверка Λ(αi) = 0) со сложностью O(nδ/2)

• Поиск значений ошибок. Метод Форни со сложностью O(δ2)
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