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1 Парадокс Жирара
λ-куб не такой вырахительный как хотелось бы
Примечание. Топология: Ω ⊆ P(X)

• P(X) — множество всех функций типа X -> *

• x ∈ P(X), x : X -> *

Топология: (X -> *) -> * — про подмножество говорим, подходит ли оно
Примечание.

0: Все значения (λ-терм)
1: Типы (утверждения) ∗
2: Рода ∗ → ∗
3: Сорта □
4: △

1.1 Обобщение λ-куба
Примечание. λHOL:

• ∗,□,△

• Правила: (∗, ∗), (□,□), (□, ∗).
Если добавим (△, ∗), все останется хорошо. Там живет: Πx□.значения. Если добавим (△,□), полу-
чим неконсистентность.

Система U︷ ︸︸ ︷
(∗, ∗) (□,□) (□, ∗) (△,□)︸ ︷︷ ︸

Система U−

(△, ∗)

И U и U− неконсистентны.
Примечание. P(X) — тип всех функций X → ∗, тогда топология:

X → ∗︸ ︷︷ ︸
□

→ ∗︸ ︷︷ ︸
□

Заметим, что это на самом деле квантор всеобщности:

∀ατ .φ(α) = A(τ
∗
, φ
□
)□

S : A(τ) ≈
φ︷ ︸︸ ︷

(τ → ∗) → ∗
φ — обобщенная функция отображающая значения типа в утверждение, квантор всеобщности —
штука, которая отображает такую фукнцию в утверждение: истина эта функция или ложна.
Примечание. В системе U можем написать что-то вроде Y-комбинатора — F ≡ λ-выражение, кото-
рое не заканчивается, но ⊢ F : φ, φ - любой. Значит любой тип обитаем
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2 Парадок Бурали-Форте
1.

Утверждение. Не существует максиамльного ординала (множества всех ординалов)

Определение. Ординал — транзитивное, вполне упорядоченное множество

S — множество всех ординалов, Тогда оно ∈ S?

2. Фундированное множество X — множество, где нет бесконечной цепочки ∈

X ∋ x1 ∋ x2 ∋ · · · ∋ xn︸ ︷︷ ︸
конечное n

Множество всех фундированных множеств — фундированное

3. Множество всех множеств
σ : X → PX

τ : PX → X

• σX — {a|a ∈ X} — начальный отрезок до X

• τX — ординал, соответствующий X

στX = {τσα|α ∈ X}

στX = {β|β < τX} = {β|β = τσα для α ∈ Z}

Определение. Парадоксальный универсум

• σ : U → PU

• τ : PU → U

Если для всех X ∈ PU
στX = {τσx|x ∈ X}

Определение. y ∈ σx, то y < x

Примечание. τσy < τσx

X — индуктивен, если каждый x : y < x, то y ∈ X, тогда x ∈ X

Примечание. Трансфинитная индукция — если утверждение истнинно для всех ординалов меньше
x =⇒ истинно для ординалов x, то оно истинно везде

X — фундировано, если x принадлежит всем индуктивным множествам

Определение. Ω = τ{x|x — фундировано}

Утверждение. Ω — фундировано

Утверждение. Ω — не фундировано

Примечание. Как это выразить в U?

• PX : X -> *

• U : □

• σ : U → PU

• τ : PU → U

• o : ∀SPU .σ(τ(x)) = λuU .∃xU .(Sx)&u = τ(σ(x))
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