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Примечание. Если ξ = η почти наверное, т.е. p(ξ = η) = 1, то . . . , что ξ = η

(Ω,F , p) — вероятностное пространство
Введем L2(Ω,F , p) = {ξ

∣∣Eξ2 < ∞}

Определение. Скалярным произведением случайных величин ξ, η ∈ L2(Ω,F , p), называется
число

⟨ξ, η⟩ = E(ξη)

Примечание. ⟨ξ, η⟩ — фиксированная двумерная случайная величина с . . . законом распределения
p(ξ = xi, η = yi) = pij , то

Eξη =
∑
i,j

xiyjpij

Примечание. Если ⟨ξ, η⟩ — обе непрерывно дифф. случайные величины с плотностью fξ,η(x, y), то

Eξη =

∫∫
R2

xyfξ,η(x, y) dx dy

Примечание. Свойства ⟨ξ, η⟩

1. ⟨ξ, η⟩ = ⟨η, ξ⟩

2. ⟨Cξ, η⟩ = C ⟨ξ, η⟩

3. ⟨ξ1 + ξ2, η⟩ = ⟨ξ1, η⟩+ ⟨ξ2, η⟩

4. ⟨ξ, ξ⟩ ≥ 0

5. ⟨ξ, ξ⟩ = 0 ⇔ ξ = 0 почти наверное

Т.е. это скалярное произведение

Определение. ξ =
√

Eξ2 и ρ(ξ, η) = ξ − η, получаем L2(Ω,F , p)

Теорема 0.1 (неравенство Коши-Буняковсого-Шварца). Пусть случайные величины ξ, η имеют
конечные вторые моменты
Тогда

|Eξη| ≤
√

Eξ2 · Eη2

Причем |Eξη| ≤
√
Eξ2 · Eη2 ⇔ η = Cξ, почти наверное, C = const

Доказательство.

P2(x) = E(xξ − η)2 = E(2ξ2 − 2xξη + η2) = x2Eξ2 − 2xEξη + Eη2 ≥ 0

∀x ∈ R ⇔ D = (Eξη)2 − Eξ2 · Eη2 < 0 ⇔ |Eξη| ≤
√
Eξ2 · Eη2
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Следствие 0.1.1 (неравенство треугольника).

ξ + η ≤ ξ + η

Доказательство.
ξ + η2 = E(ξ + η)2 = Eξ2 + 2Eξη + Eη2 ≤

≤ Eξ2 + 2
√
Eξ2 ·

√
Eη2 = ξ2 + 2ξη + η2 = (ξ + η)2 =⇒

=⇒ ξ + η ≤ ξ + η

1 Условное математическое ожидание (УМО)
Рассмотрим линейное подпространство:

L(η) = {g(η)
∣∣Dg(η) < ∞}

— множество случайных величин вида g(η), g(x) — борелевская функция с конечным вторым мо-
ментом
Ясно, что L(η) ⊂ L2(Ω,F , p)

Определение. Условное математическое ожидание случайной величины ξ относительно слу-
чайной величины η — ортогональная проекция ξ на подпространство L(η)

Обозначение. ξ̂ = E(ξ|η)

Свойство 1.
ξ̂ = E(ξ|η) ⇔ E(ξ · g(η)) = E(ξ̂ · g(η)) ∀g(η) ∈ L(η)

Доказательство.

ξ̂ = E(ξ|η) ⇔ E((ξ − ξ̂) · g(η)) = 0 ⇔ E(ξ · g(η)) = E(ξ̂ · g(η))

Свойство 2.
min
L(η)

E(ξg(η))2 = E(ξ − ξ̂)2

Свойство 3.
E(C1ξ1 + C2ξ2|η) = C1E(ξ1|η) + C2E(ξ2|η)

Свойство 4. Пусть f — ограниченная функция, тогда

E(f(η) · ξ|η) = f(η) · E(ξ|η)

Доказательство. g(η), f(η) — ограниченные функции и Eg(η) < ∞, то

h(η) = f(η) · g(η) ∈ L(η)

— также имеет конечные второй момент

E(f(η) · ξ · g(η)) = E(f(η) · E(ξ|η) · g(η))?

E(f(η) · ξ · g(η)) = E(ξ · h(η)) = E(ξ̂ · h(η)) = E(ξ̂ · f(η)g(η)) =

= E(f(η) · E(ξ|η) · g(η))

Свойство 5. Пусть f(η) ∈ L(η), тогда E(f(η)|η) = f(η)

Доказательство. из свойства при ξ ≤ 1

Свойство 6. Eξ = E(E(ξ|η)) или Eξ = Eξ̂
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Доказательство. при g(η) = 1

Свойство 7. Если случайные величины ξ, η независимы

E(ξ|η) = Eξ

Доказательство.
E(Eξ · g(η)) = Eξ · Eg(η) = E(ξ · g(η))

, т.к. ξ, g(η) независимы

Примечание. т.е. ξ и η — независимы, если (ξ − Eξ) ⊥ L(η) и (ξ − Eξ) ⊥ η

Примечание.
E(η|η) = f(η)

, где f(g) = E(ξ|η = g)

Доказательство. Доделать

1.1 Числовые характеристики зависимости случайных величин
Определение. Ковариацией cov(ξ, η) называется число

cov(ξ, η) = E((ξ − Eξ) · (η − Eη))

Свойство 1. cov(ξ, η) = Eξη − Eξ · Eη

Свойство 2. cov(ξ, ξ) = Dξ

Свойство 3. cov(ξ, η) = cov(η, ξ)

Свойство 4. cov(Cξ, η) = C cov(ξ, η)

Свойство 5. D(ξ + η) = Dξ +Dη + 2 cov(ξ, η)

Свойство 6.

D(ξ1 + · · ·+ ξn) =

n∑
i=1

Dξi + 2
∑
i<j

cov(ξi, ξj) =
∑
i,j

cov(ξi, ξj)

Свойство 7.

1. Если ξ, η — независимы, то cov(ξ, η) = 0

2. Если cov(ξ, η) ̸= 0, то ξ, η — не независимы

Свойство 8.

1. Если cov(ξ, η) > 0, то зависимость прямая

2. Если cov(ξ, η) < 0, то зависимость обратная

Примечание. Т.к. ковариация зависит от .., то по ее величине нельзя судить о силе связи

1.2 Коэффициент линейной ковариации

rξ,η =
cov(ξ, η)√
Dξ

√
Dη

=
Eξη − Eξ · Eη

σξ · ση

Свойство 1. rξ,η = rη,ξ

Свойство 2.

1. Если ξ и η независимы, то rξ,η = 0

2. Если rξ,η ̸= 0, то ξ, η не независимы

Свойство 3. |rξ,η| ≤ 1

Доказательство. Доделать
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Свойство 4. |rξ,η| = 1 ⇔ η = aξ + b почти наверное

Доказательство. По неравенству Шварца: |rξ,η| = 1 ⇔ η − Eη = C · (ξ − Eξ)
η = C︸︷︷︸

a

ξ + (Eη − CEξ)︸ ︷︷ ︸
b

Свойство 5.

1. Если rξ,η = 1, то η = aξ + b и a > 0

2. Если rξ,η = −1, то η = aξ + b и a < 0

Доказательство. Т.к. |rξ,η| = 1, то η = aξ + b

Доделать

Определение. Если коэффициент корреляции rξ,η ̸= 0, то говорят, что случайные величины ξ, η
коррелированы друг с другом

• Если rξ,η > 0, то прямая корреляция

• Если rξ,η < 0, то обратная корреляция

Примечание. Если r(ξ1, ξ2) > 0 и r(ξ2, ξ3) > 9 ̸⇒ r(ξ1, ξ3) > 0 — нет транзитивности

Пример.

ξ \ η -1 0 1
-1 0.1 0.2 0.1
2 0.2 0.3 0.1

Eξ = 0.8 Eη = −0.1 σξ = 1.47 ση = 0.7

Eξη =
∑
i,j

xi ·yjpij = −1 ·(−1) ·0.1+(−1) ·0 ·0.2+(−1) ·1 cdot0.1+2 ·(−1) ·0.2+2 ·0 ·0.3+2 ·1 ·0.1 = −0.2

rξ,η =
Eξη − Eξ · Eη

σξ · ση
=

−0.2− 0.8 · (−0.1)

1.47 · 0.7
≈ −0.12
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