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1 Критерии Сильвестра

1.1 Достаточный условия
1. H(x∗) > 0 и x∗ — локальный минимум ⇔ ∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆n > 0

2. H(x∗) < 0 и x∗ — локальный максимум ⇔ ∆1 < 0,∆2 > 0, . . . , (−1)n∆n > 0

, где ∆i — угловой минор

1.2 Необходимые условия
1. H(x∗) ≥ 0 и x∗ — может быть локальный минимум ⇔ ∆1 ≥ 0,∆2 ≥ 0, . . . ,∆n ≥ 0

2. H(x∗) ≤ 0 и x∗ — может быть локальный максимум ⇔ ∆1 ≤ 0,∆2 ≥ 0, . . . , (−1)n∆n ≥ 0

, где ∆i — главный минор

2 Собственные значения
Определение. Собственные значения λi (i = 1..n) H(x∗)n×n находятся как корни характери-
стического уравнения |H(x∗)− λE| = 0. Если H(x) — вещественная, симметричная матрица, то λi

— вещественные

3 Общие прицнипы многмерной оптимизации

3.1 Выпуклые квадратичные функции

f(x) =
1

2
ax2 + bx+ c

Определение. Функция вида

f(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj +

n∑
j=1

bjxj + c (1)

Называется квадратичной функией n перменных

1
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Положим aij = aij + aji ⇒ симметрия. матрица A

f(x) =
1

2
(Ax, x) + (b, x) + c

, где b = (b1, . . . bn)
T ∈ En — вектор коэффицентов, x = (x1, . . . , xn)

T . x, y — скалярное произведение
Свойства квадратичных функций:

1. ∇f(x) = Ax+ b

∂f

∂xk
=

∂

∂xk

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj +

n∑
j=1

bjxj + c

 =

1

2

n∑
i=1

(aik + aki)xi + bk =

n∑
i=1

akixi + bk

2. H(x) = A, где H(x) — Гессиан

∂2f

∂xl∂xk
=

∂

∂xk

(
∂f

∂xk

)
=

∂

∂xl

(
n∑

i=1

akixi + bk

)

3. Квадратичная функция f(x) с положительно определенной матрицей A сильно выпукла

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A− lE =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 − l 0 . . . 0

0 λ2 − l . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn − l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
В этом базисе все угловые миноры матрцы A и матрицы A− lE — положительны при доста-
точно малом l : 0 < l < λmin⇒f(x) — сильно выпукла

3.2 Принципы многмерной оптимизации
f(x) → min, x ∈ En

xk+1 = Φ(xk, xk+1, . . . x)0, x0 ∈ En (2)

— итериционная процедура(общего вида)

{xk}:
lim
k→∞

f(xk) = f∗ = min
En

f(x), если U∗ ̸= ∅

lim
k→∞

f(xk) = f∗ = inf
En

f(x), если U∗ = ∅

, где U∗ – множестве точек глобального минимума функции f(x)
{xk}+ условие 2 = минимизирующая последовательность для f(x)
Если для U∗ ̸= ∅ выполняется условие

lim
k→∞

ρ(xk, U∗) = 0

, то xk сходится к множеству U∗. Если U∗ содежит единственную точку x∗, то для {xk} сходящейся
к U∗ будет справедливо limk→∞ xk = x∗

Определение. ρ(x, U) = infy∈U ρ(x, y) — растояние от точки x до множества U

Примечание. Минимизирующая последовательность {xk} может и не сходится к точке минимума

Теорема 3.1 (Вейерштрасса). Если f(x) непрерывна в En и множество Uα = x : f(x) ≤ α для
некоторого α непусто и ограничено, то f(x) достигает глобального минимума в En
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3.2.1 Скорость сходимости(минизирующих последовательностей)

Определение. {xk} сходится к точке x∗ линейно (со скоростью геометрической последователь-
ности), если ∃q ∈ (0, 1) :

ρ(xk, x∗) ≤ qρ(xk−1, x∗) (3)

ρ(xk, x∗) ≤ qkρ(x0, x∗)

Определение. Сходимость называется сверхлинейной если

ρ(xk, x∗) ≤ qkρ(x
k−1, x∗)

, и qk −−−−→
k→∞

+0

Определение. Квадратичная сходимость:

ρ(xk, x∗) ≤
[
cρ(xk−1, x∗)

]2
, c > 0

3.2.2 Критерии окончания итерационного процесса

ρ(xk+1, x∗) < ε1

|f(xk+1)− f(xk)| < ε2 (4)

∥∇f(xk)∥ < ε3

, где εi — заранее заданные точности

xk+1 = xk + αkp
k, k = 0, 1, . . . (5)

, где pk — направление поиска из xk в xk+1, αk — величина шага

f(xk+1) < f(xk)

— условие выбора αk

Определение. В итерационном процессе 5 производится исчерпывающий спуск, если величина
шага αk находится из решения одномерной задачи минизации:

Φk(α) → min
α

, Φk(α) = f(xk + αpk) (6)

Теорема 3.2. Если функция f(x) дифференцируема в пространстве En, то в итерационном про-
цессе 5 c выбором шага с ичерпывающим спуском для любого k ≥ 1:

(∇f(xk+1), pk) = 0 (7)

— это значит что эти два вектора ортогональны

для Φk(α) необходимое условие минимума функции:

dΦk(α)

dα
=

n∑
j=1

∂f(xk+1)

∂xj
·
dxk+1

j

dα
= 0

учитывая xk+1
j = xk

j + αpkj ⇒ dxk
j

dα = pkj

Теорема 3.3. Для квадратичной функции f(x) = 1
2 (Ax, x)+(b, x)+c величина αk исчерпывающего

спуска в итерационном процессе

xk+1 = xk + αkp
k, =̨0, 1, . . .

равна

αk = − (∇f(xk), pk)

(Apk, pk)
= − (Axk + b, pk)

(Apk, pk)
(8)

ITMO y2019 Page 3 of 3


	Критерии Сильвестра
	Достаточный условия
	Необходимые условия

	Собственные значения
	Общие прицнипы многмерной оптимизации
	Выпуклые квадратичные функции
	Принципы многмерной оптимизации
	Скорость сходимости(минизирующих последовательностей)
	Критерии окончания итерационного процесса



