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1 Рекурсивные функции
Определение. f : Nn → N

1. Z : N → N
Z(x) = 0

2. N : N → N
N(x) = x+ 1

3. Sk : Nm → N

• f1, . . . , fk : Nm → N
• g : Nk → N

Sk ⟨g, f1, . . . , fk⟩ (x1, . . . , xm) = g(f1(x), f2(x), . . . , fk(x))

, где x = x1, . . . , xm

4. P l
k : Nk → N, l ≤ k

P l
k(x1, . . . , xk) = xl

5. R ⟨f, g⟩ : Nm+1 → N — примитивная рекурсия

• f : Nm → N
• g : Nm+2 → N

R ⟨f, g⟩ (y, x1, . . . , xm) =

{
f(x1, . . . , xm) y = 0

g(y − 1, R ⟨f, g⟩ (y − 1, x1, . . . , xm), x1, . . . , xm) y > 0

Пример.
R ⟨f, g⟩ (0, x) = f(x)

R ⟨f, g⟩ (1, x) = g(0, f(x), x)

R ⟨f, g⟩ (2, x) = g(1, g(0, f(x), x), x)

Определение. f : Nm → N — примитивно-рекурсивная, если найдется g – выражение f через
примитивы Z,N, S, P,R, т.е. f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)

Пример.

• 1 = S ⟨N,Z⟩
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• (+2) = S ⟨N,N⟩

S

〈
N
g
, N
f

〉
(x) = g(f(x)) = N(N(x)) = x+ 2

• (+3) = S ⟨N, (+2)⟩

• (×2)a = R
〈
P 1
1 , S

〈
N,P 2

3

〉〉
f(a, b) =

{
b a = 0

f(a− 1, b+ 1) a > 0

— это почти определение +, т.е. f(x, x) = x · 2

(×2)a =

{
P 1
1 (a) y = 0

b+ 1 y > 0
Исправить

, где a — счетчик, b — предыдущее значение, c — x

• (×2) = S
〈
(×2)a, P

1
1 , P

1
1

〉
Определение.

6. M ⟨f⟩ : Nm → N — минимизация

• f : Nm+1 → N

M ⟨f⟩ (x1, . . . , xm) = y

— минимальный y
f(y, x1, . . . , xm) = 0

Если f(y, x1, . . . , xm) > 0 при всех y, то результат не определен

Теорема 1.1. (+), (·), (xy), (:), (
√

), деление с остатком — примитивно-рекурсивные функции

Лемма 1. p1, p2, . . . — простые числа.
p(i) : N → N, p(i)− pi — примитивно-рекурсивная функция

Определение. plogn k = max t : nt|k — примитивно-рекурсивная функция

Пример.

• plog5 120 = 1

• plog2 120 = 3

1.1 Функция Аккермана

A(m,n) =


n+ 1 m = 0

A(m− 1, 1) m > 0, n = 0

A(m− 1, A(m,n− 1)) m > 0, n > 0

Лемма 2. A(m,n) — не примитивно-рекурсивная

Можно сказать что если есть текст длинны n, которые выводит текст длинны k, то текст длинны
n+ 1 не может выводить текст больше чем kk Исправить

2 Связь с формальной арифметикой
Теорема 2.1. f — рекурсивная функция, тогда f представима в формальной арифметике

Теорема 2.2. Если f представима в формальной арифметике, то она рекурсивна

Примечание.

• ⊢ φ — доказательство (φ) в ФА

• δ1, . . . , δn ≡ φ — доказательство
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• C — функция(рекурсивная), превращающая доказательство в ФА

C(p, x)
= 0 если доказательство корректно
̸= 0 если не доказуемо

, где p — запись доказательства, x — формула

• Формула δ(p, x, y) – доказательство

Доделать

Примечание. Проблема останова

P (p, x) =

{
0, если p(x) останавливается
1, если не останавливается

Q(p, x) = if P (p, p) = 1 then 0 else while true do;

Теорема 2.3. Примитивы Z,N, S, P представимы в ФА

Доказательство. Аргументы: x1, . . . , xn

1. Z(x) : N → N
ξ := x1 = x1&x2 = 0

2. N(x) : N → N
ν := x2 = x′

1

3. P l
k(x, . . . , xk) : Nk → N

πl
k := x1 = x1&x2 = x2& . . .&xl = xk+1& . . .&xk = xk(¯

i̸=l

xi = xi

)
&xl = xk+1

4. S

〈
g
γ
, f1
φ1

, . . . , fk
φk

〉
• (x1, . . . , xm) = xm+1

∃r1.∃r2. . . .∃rk.φ1(x1, . . . , xm, r1)& . . .&φk(x1, . . . , xm, rk)&γ(r1, . . . , rk, xm+1)

Определение. β-функция Геделя

β(b, c, i) = bmod(1 + c · (i+ 1))

Теорема 2.4.

• a0, a1, . . . , ak — некоторые значения ∈ N

Тогда найдутся b и c, что
β(b, c, i) = ai

Доказательство. Доделать

Примечание. β-функция Геделя — представима в ФА

B(b, c, i, q) = (∃p.b = p · (q + c · (1 + i)) + q)&q < b

Примечание.
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• M ⟨f⟩, f : Nm+1 → N

φ(xm+1, x1, . . . , xm, 0)&∀y.y < xm+1 → ¬φ(y, x1, . . . , xm, 0)

, где (a < b) = (∃n.a+ n = b)&¬a = b

•

R ⟨g, x1, . . . , xn⟩ =

{
f(x1, . . . , xn)y = 0 y = 0

g(y − 1, R(y − 1, x1, . . . , xn), x1, . . . , xn) y > 0

∃b.∃c.∃f.φ(x1, . . . , xnf)&B(b, c, 0, f)&

&∀y.y < xn+1 → ∃ry.B(b, c, y, ry)&∃ry+1.B(b, c, y + 1, ry+1)&γ(y, ry, x1, . . . , xn, ry+1)
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