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Задача 1. ∫ β

α

dφ

∫ δ

γ

dψ . . .

Решение.
x = r0 cosφ cosψ

y = r0 sinφ cosψ

z = r0 sinψ∣∣∣∣∣∣
i −r0 cosφ cosψ −r cosφ sinψ
j r0 cosφ cosψ −r sinφ sinψ
k 0 r cosφ

∣∣∣∣∣∣ = r2

 cosφ cos2 ψ
− sinφ cos2 ψ
cosψ sinψ


r2

∫ β

α

dφ

∫ δ

γ

dψ cosψ

Задача 2. ∫∫
x≥0,y≥0

dx dy

(1 + x2 + y3)p

Решение. [
x = r cosφ

y = r
2
3 sin

2
3 φ

I =

π
2∫

0

+∞∫
0

2
3r

2
3 sin−

1
3 φ

(1 + r2)p

1 Тройной интеграл
Есть трехмерная фигура Ω ∫∫∫

Ω

f dx dy dz (1)

3 = 1 + 2 Берем сечение по одной из осей и итегрируем по двумерной области

1 =

∫ b

a

dx

∫∫
Ωx

f dy dz

3 = 2 + 1 Спроецируем по x и y фигуру на область Ωxy, интегрируем по отрезку.

1 =

∫∫
Ωxy

dx dy

∫ z2(x,y)

z(x,y)

f dz

∫∫∫
xy2z3 (2)

1



Практика 7

• z = xy

• y = x

• x = 1

• z = 0

1.

2 =

1∫
0

dx

x∫
0

dy

xy∫
0

xy2z3dz

2.

2 =

∫
dy

∫ 1

y

dx

∫ xy

0

fdz

3.

2 =

∫ 1

0

dz

∫ 1

√
z

dx

∫ x

z
x

f dy

Задача 3.
1∫

0

dx

1−x∫
0

dy

x+y∫
0

f dz

Решение.

=

1∫
0

dz

 1∫
z

dx

z−x∫
0

f dy +

∫ z

0

dx

∫ 1−x

z−x

f dy


Задача 4.

N∑
k=0

k∑
l=0

l∑
m=0

1

m3

a∫
0

dξ

ξ∫
0

dη

τ∫
0

f(ζ)dζ

Решение.
0 ≤ m ≤ l ≤ k ≤ N

0 ≤ ζ ≤ η ≤ ξ ≤ a

=

1∫
0

dζ

a∫
ζ

a∫
η

f(ζ)dξ =

∫ a

0

f(ζ)
(a− ζ)2

2
dζ

Задача 5. ∫∫∫ √
x2 + y2 + z2 dx dy dz

x2 + y2 + z2 = z

Решение. x = r cosϕ cosψ
...

J = r2 cosψ
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