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1 Принцип Кавальери
Определение. X×, ν, µ,m

1. Cx — имзмерима при почти всех x

2. x 7→ νCx — измерима*

3. mC =
∫
X

Xxdµ

Следствие 1.0.1. f : [a, b] → R — непрерывная
Тогда

b∫
a

f(x) dx =

∫
[a,b]

f dλ1

Доказательство. f > 0 ПГ(f [a, b]) — измеримое множество в R2. Cx = [0, f(x)] λ1(Cx) = f(x)

b∫
a

f(x) dx = λ2(ПГ) =
∫

[a,b]

fdλ1

Замечание. λ2 можно продолжить на множество 2R
2

с сохранением свойства конечной аддитивности
и это продолжение не единственно

Замечание. λm,m > 2 — аналогичным образом продолжить невозможно. Парадокс Хаусдорфа-
Банаха-Тарского

Замечание. Для замечания 1 и замечания 2 требуется инвариантность меры относительно движения
Rm

Определение.

• C ⊂ X × Y

• f : X × T →

• ∀x ∈ X fx — это функция(сечение) fx(y) = f(x, y), можно считать что она задана на Cx

• fy — аналогичное сечение

Теорема 1.1 (Тонелли).

• (X,A, µ)
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Лекция 7

• (Y,B, ν)

• µ, ν — σ-конечные меры, полные

• m = µ× ν

• f : X × Y → R, f ≥ 0 — измерима относительно A⊗B

Тогда

1. при почти всех x fx — измеримая на Y fy — измерима на X почти везде

2. x 7→ φ(x) =
∫
Y

fxdν =
∫
Y

f(x, y)dν(y) — измеримая* на X

y 7→ ψ(y) =
∫
X

fydµ — измеримая* на Y

3.
∫

X×Y

f dm =
∫
X

φdµ =
∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)
dµ(x)

=
∫
Y

ψdν =
∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)

)
dν(y)

Доказательство.

1. Пусть f = XC , C ⊂ X ×Y — измеримо относительно m. Тогда fx(y) = XCx
(y). Cx — измеримо

при почти всех x =⇒ fx — измерима при почти всех x

φ(x) =

∫
Y

fxdν = νCx

φ(x) — измерима (по принципу Кавальери)∫
X

φ(x)dµ =

∫
X

νCxdµ ===========
пр. Кавальери

mC =

∫
X×Y

fdm

2. f — ступенчатая, ≥ 0

f =
∑

αkXCk
fx =

∑
αkX(Ck)x

fx — измерима при почти всех x

φ(x) =

∫
Y

fxdν =
∑

αkν(Ck)x∫
X

φ(x) =
∑

αk

∫
X

ν(Ck)x =
∑

αkmCk =

∫
X×Y

fdm

3. f ≥ 0 — измеримая. f = lim gn (f(x, y) = lim gn(x, y) при всех (x, y)), где gn возврасатют,
gn ≥ 0, gn — ступенчатые

fx = lim
n→+∞

(gn)x

=⇒ fx — измеримая на Y

φ(x) =

∫
Y

fxdν ======
т. Леви

lim

∫
Y

(gn)xdν︸ ︷︷ ︸
φn(x)

— верно т.к. (gn)x ≤ (gn+1)x. φn(x) — измерима =⇒ φ — измерима*
Заметим что φn ≤ φn+1 ≤ . . . почти везде∫

X

φ(x) ======
т. Леви

lim

∫
X

φn = lim

∫
X×Y

gn ======
т. Леви

∫
X×Y

fdm

Следствие 1.1.2. C ⊂ X × Y P1(C) — измеримо.
Тогда ∫

C

fdm =

∫
f1(C)

(∫
Cx

f(x, y)dν(y)

)
dµ(x)
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Теорема 1.2 (Фубини).

• (X,A, µ)

• (Y,B, ν)

• ν, µ — σ-конечные

• m = ν × µ

• f — суммируема на X × Y относительно m

Тогда

1. fx — суммируема на Y при почти всех x

2. x 7→ φ(x) =
∫
Y
fx dν =

∫
Y
f(x, y) dν(y) — суммируема на Y

3.
∫

X×Y

f dm =
∫
X

φdµ =
∫
X

(∫
Y
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x)

Доказательство. Без доказательства

Пример.

B(s, t) =

∫ 1

0

xs−1(1− x)t−1dx s, t > 0

Тогда

B(s, t) =
Γ(s)Γ(t)

Γ(s+ t)
Γ(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−xdx

Доказательство.

Γ(s)Γ(t) =

∫ +∞

0

xs−1e−x

(∫ +∞

0

yt−1e−ydy

)
dx =

=

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

xs−1yt−1e−xe−ydy

)
dx ======

y=u−x

∫ +∞

0

(∫ +∞

x

xs−1(u− x)t−1e−udu

)
dx =

=

∫
...

. . . dλ2 =

∫ +∞

0

(∫ u

0

xs−1(u− x)t−1e−udx

)
du =

======
x=u·v

∫ +∞

0

(∫ 1

0

(uv)s−1(u− uv)t−1e−u · u dx
)
du =

=

∫ +∞

0

us+t−1e−u

(∫ 1

0

vs−1(1− v)t−1 dv

)
du = B(s, t)Γ(s+ t)

Пример. Объем(мера) шара в Rm.

αm = λm(B(0, 1)) λm(B(0, r)) = rm · αm

B(0, 1) = {x ∈ Rm
∣∣x21 + x22 + · · ·+ x2m ≤ 1}

B(0, 1)xm
= {x ∈ Rm−1

∣∣x21 + · · ·+ x2m−1 ≤ 1− x2m}

αm =

∫ 1

−1

λm−1(B(0,
√
1− y2))dy =

∫ 1

−1

αm−1(1− y2)
m−1

2 dy =

= 2αm−1

∫ 1

0

(1− t)
m−1

2 · 1
2
t−

1
2 dt = B

(
m+ 1

2
,
1

2

)
αm−1 =

Γ
(
m+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
m+2
2

) αm−1

αm =
Γ
(
m+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
m+2
2

) ·
Γ
(
m
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
m+1
2

) · · · · ·
Γ
(
3
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
4
2

)︸ ︷︷ ︸
m−1

· α1︸︷︷︸
2

=

ITMO y2019 Page 3 of 5



Лекция 7

=
Γ
(
3
2

)
Γ
(
1
2

)m−1

Γ
(
m
2 + 1

) · 2 =

Γ(x+ 1) = x · Γ(x) Γ

(
1

2

)
=

√
π

=
π

m
2

Γ
(
m
2 + 1

)
m = 3:

π
3
2

Γ
(
3
2 + 1

) =
4

3
π

2 Поверхностные интегралы

2.1 Поверхностные интегралы I рода
Определение. M ⊂ R3 — простое двумерное гладкое многообразие. φ : G ⊂ R2 → R3 — парамет-
ризация. E ⊂M — измеримо по Лебегу, если φ−1(E) измеримо в R2 по Лебегу

Обозначение. AM = {E ⊂M |E — измеримо} = {φ(A)|A ∈ M2, A ⊂ G}

Определение. Мера на AM

S(E) :=

∫∫
φ−1(E)

|φ′
u × φ′

v| dudv

Т.е. это взвешенный образ меры Лебега при отображении φ

Замечание. AM — σ-алгебра, S — мера

Замечание. E ⊂M — компактное ⇒ φ−1(E) — компактное ⇒ измеримое ⇒ замкнутые множества
измеримы ⇒ (относительно) открытые множества измеримы

Замечание. AM не зависит от φ по теореме о двух параметризациях

Замечание. S не зависит от φ

|φ′
s × φ′

t| = |(φ′
u · u′s + φ′

v · v′s)× (φ′
u · u′t + φ′

v · v′t)| =

= |(φ′
u × φ′

v) · (u′s · v′t − v′s · u′t)| = |φ′
u × φ′

v| ·
∣∣∣∣det(u′s u′t

v′s v′t

)∣∣∣∣
Замечание.

• f : M → R — измеримая

M(f < a) — измеримая ⇔ N(f ◦ φ < a) — измерима относително M2

f — измерима относительно AM ⇔ f ◦ φ — измерима относительно M2

Определение (поверхностный интеграл I рода).

• M — простое гладкое двумерное многообразие в R3

• φ — параметризация

• f :M → R — суммируема по мере s

Тогда ∫∫
M

f ds =

∫∫
M

f(x, y, z) ds

называется интегралом I рода от f по многообразию M

ITMO y2019 Page 4 of 5
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Замечание. По теореме об интегрировании по взвешенному образу меры∫∫
M

f ds =

∫∫
G

f(φ(u, v))|φ′
v × φ′

v| du dv

φ′
u × φ′

v =

 i x′u x′v
j y′u y′v
k z′u z′v


|φ′

u × φ′
v| = |φ′

u| · |φ′
v| sinα =

√
|φ′

u|2 · |φ′
v|2 · (1− cos2 α) =

√
EG− F 2

E = |φ′
u| = x′u

2 + y′u
2 + z′u

2

F = ⟨φ′
u, φ

′
v⟩ = x′ux

′
v + y′uy

′
v + z′uz

′
v F = |φ′

v|2
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