
Лекция 6

Ilya Yaroshevskiy

26 июня 2025 г.

Содержание
1 Сферические координаты в Rm 1

2 Произведение мер 2

1 Сферические координаты в Rm

Пример.

• r, φ1, . . . φm−1

• Rm ⊃ Rm−1 ⊃ · · · ⊃ R2 В кажои из очередных пространств Rk фиксируем ортогональное к
Rk−1

• φ1 — угол между e1 и Ox ∈ [0, π]

• φ2 — угол между e2 и P2(e2 ... em)(x) ∈ [0, π]

•
...

• φm−1 — просто полярный угол в Rm

x1 = r cosφ1

x2 = r sinφ1 cosφ2

x3 = 2 sinφ1 sinφ2 cosφ3

...

xm−1 = r sinφ1 . . . sinφm−2 cosφm−1

xm = r sinφ1 . . . sinφm−2 sinφm−1

J = rm−1 sinm−2 φ1 sin
m−3 φ2 . . . sinφm−2

1

Сделаем в цикле эти координаты:
1В R3 “географические“ координаты J = r2 cosψ
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шаг 1 xm = ρm−1 sinφm−1

xm−1 = ρm−1 cosφm−1

(x1 . . . xn)⇝ (x1 . . . xm−2, ρm−1, φm−1)

шаг 2 ρm−1 = ρ(m2) sinφm−2

xm−2 = ρm−2 cosφm−2

(x1 . . . xm−2, ρm−1, φm−1)⇝ (x1 . . . xm−3, ρm−2, φm−2, φm−1)

...

последний шаг (x1, ρ2, φ2 . . . φm−1)⇝ (r, φ1 . . . φm−1)
ρ2 = r sinφ1

x1 = r cosφ1

λm(Ω) =

∫
Ω

1dλm =====
1 шаг

∫
Ω1

ρm−1 =====
2 шаг

∫
Ω2

ρ2m−2 sinφm−2 =====
3 шаг

∫
Ω3

ρ3m−3 sin
2 φm−3 sinφm−2dλ =

= · · · =
∫

Ωm−1

rm−1 sinn−2 φ1 . . . sinφm−2

2 Произведение мер
Лемма 1.

• (X,A, µ)

• (Y,B, ν)

A,B — п/к ⇒ A×B = {A×B ⊂ X × Y |A ∈ A, B ∈ B} — п/к

Пример. Ячейки: В R2 = R1 × R1 A ∈ P1, B ∈ P1

A×B — ячейка из P2

Обозначение. P = A×B — множества из этой системы называются измеримыми прямоугольни-
ками

Определение. m0(A×B) = µA · νB — недоделанная мера измеримого прямоугольника

Теорема 2.1.

1. m0 — мера на P

2. ν, µ — σ-конечные ⇒ m0 — тоже σ-конечная

Доказательство.

1. ?m0 — счетно аддитивна ?m0P =
∑

moPk, если

A×B = P =
⊔

Pk, где Pk = Ak ×Bk

Наблюдение: XA×B(x, y) = XA(x) · XB(y)
Тогда XP =

∑
XPk

, т.е.

∀x ∈ X, y ∈ Y XA(x)XB(y) =
∑

XAk
(x)XBk

(y)

проинтегрируем по y по мере ν:

XA(x)νB =
∑

XA(x) · νBk

Интегрируем по x:
µA · νB =

∑
µAk · νBk

2. Очев. µ — σ-конечная ⇒ X =
⋃
Xk, µXk — конечная ν — σ-конечная ⇒ Y =

⋃
Yn, νYk —

конечная
X × Y =

⋃
Xk × Yn m0(Xk × Yn) = µXkνYn — конечная

⇒ m0 — σ-конечная мера
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Определение.

• (X,A, µ), (Y,B, ν) — пространства с мерой

• µ, ν — σ-конечные

Пусть m — лебеговское продолжение меры m0 с п/к A×B на σ-алгебру, которую будем обозначать
A⊗B

Обозначение. m = µ× ν

Определение. (X×Y,A⊗B, ν×µ) — произведение пространств с мерой (X,A, µ) и (Y,B, ν)

Замечание.

1. Это произведение ассоциативно

2. σ-конечность нужна для единственности произведения

Теорема 2.2. λm × λn = λn+m

Доказательство. Без доказательсва

Определение.

• X,Y — множества

• C ⊂ X × Y

Cx := {y ∈ Y |(x, y) ∈ C}

Cy := {x ∈ X|(x, y) ∈ C}

Замечание. (⋃
α

Cα

)
x

=
⋃

(Cα)x(⋂
α

Cα

)
x

=
⋂
α

(Cα)x

(C \ C ′)x = Cx \ C ′
x

Теорема 2.3 (Кавальери).

• (X,A, µ)

• (Y,B, ν)

• ν, µ — σ-конечные, полные

• m := µ× ν

Пусть C ∈ A⊗B
Тогда:

1. Cx ∈ B при почти всех x

2. x 7→ ν(Cx) — измеримая2 функция на X

3. mC =
∫
X

ν(Cx)dµ(x)

Аналогичное верно для Cy

Пример. Половину шара сопоставляем с конусом.
2функция задана при почти всех x. Она равна почти везде некоторой измеримой функции, которая задана на

всем X. Это “не мешает“ утверждению 3
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• Cx =круг

• Cx =кольцо

λ(Cx) = π(R2 − x2)

λ(Cx) = πR2 − πx2

ν(
1

2
шара) = ν(цилиндр \ конус) = πR2 − 1

3
πR2 =

2

3
πR3

Доказательство. D — система множеств, для которых выполнено 1. - 3.

1. C = A×B ⇒ C ∈ D

(a) Cx =

[
∅ x ̸∈ A
B x ∈ A

(b) x 7→ ν(Cx) — это функция νB · XA

(c)
∫
ν(Cx)dµ =

∫
X

νB · XAdµ = νB · µA = mC

2. Ei ∈ D — дизъюнктны ⇒
⊔
Ei ∈ D

Ei ∈ D ⇒ (Ei)x — измеримое почти везде ⇒ при почти всех x все (Ei)x – измеримые

(a) Тогда при этих x Ex =
⊔
(Ei)x ∈ B

(b) νEx =
∑

ν(Ei)x︸ ︷︷ ︸
измеримая функция

⇒ функция x 7→ νEx измеримая2

(c) ∫
X

νExdµ =
∑
i

∫
X

ν(Ei)x =
∑
i

mEi = mE

3. Ei ∈ D, E1 ⊃ E2 ⊃ . . . , E =
⋂
i

Ei, µEi < +∞ Тогда E ∈ D

∫
X

ν(Ei)xdµ = mEi < +∞ ⇒ ν(Ei)x — конечная при почти всех x

(a) ∀x верно (E1)x ⊃ (E2)x ⊃ . . . , Ex =
⋂
(Ei)x. Тогда Ex — измеримое при почти всех x и

lim
i→+∞

ν(Ei)x = νEx при почти всех x

(b) Таким образом x 7→ νEx — измеримая2

(c) ∫
X

νExdµ = lim

∫
ν(Ei)xdµ = limmEi = mE

Первое равенство по теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла: |ν(Ei)x| ≤
ν(E1)x — из2
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Итог: Aij ∈ P = A×B, то
⋂⋃

Aij ∈ D

4. mE = 0 ⇒ E ∈ D
mE = inf

{∑
m0Pk|E ⊂

⋃
Pk, Pk ∈ P

}
— теорема о лебеговском продолжении.
∃ множества H вида

⋂
l

⋃
k

Pkl (т.е. H ∈ D)

E ⊂ H,mH = mE = 0

0 = mH =

∫
X

νHxdµ ⇒ νHx ∼ 0 (= 0 при почти всех x)

Ex ⊂ Hx, ν — полная ⇒

(a) Ex — измерима при почти всех x

(b) νEx = 0 почти везде

(c)
∫
νExdµ = 0 = mE

5. C — m-измеримо, mC < +∞ тогда C ∈ D
C = H \ e, где H — вида

⋂
l

⋃
k

Pkl, me = 0, mC = mH

(a) Cx = Hx \ ex — измерима при почти всех x, т.к. ν — полная

(b) νex = 0 при почти всех x ⇒ νCx = νHx − νex = νHx ⇒ измерима

(c)
∫
X

νCxdµ =
∫
X

νHxdµ = mH = mC

6. C — произвольное измеримое множество в X × Y ⇒ C ∈ D

X =
⊔

Xk, µXk < +∞, Y =
⊔

Yj , νYj < +∞

C =
⊔

(C ∩ (Xk × Yj)) — используем 2.

Следствие 2.3.1. C — измеримое в X × Y . Пусть P1(C) = {x ∈ X|Cx ̸= 0} — проекция C на X.
Если P1(C) — измеримое, то:

mC =

∫
P1(C)

ν(Cx)dµ

Доказательство. при x ̸∈ P1(C) ν(Cx) = 0

Замечание.

1. C — измеримое ̸⇒ P1(C) — измеримое

2. C — измеримое ̸⇒ ∀x Cx — измеримо

3. ∀x∀y Cx, C
y — измеримые ̸⇒ C — измеримое (пример Серпинского)
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