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1 Плотности
Определение. (X,A, µ) и ν : A → R — меры
Плотность меры ν онсительно µ — это функция ω : X → R, ω ≥ 0 — измеримая
∀B ∈ A νB =

∫
B
ωdµ

Теорема 1.1 (критерий плотности).

• (X,A, µ), ν — еще одна мера

• ω : X → R, ω ≥ 0 — измеримая

Тогда ω — плотность ν отнсительно µ ⇔

∀A ∈ A µA · inf
A
ω ≤ ν(A) ≤ µA · sup

A
ω

Пример (нет плотности).

• X = R

• A = M′

• µ = λ1

• ν — одноточечная мера ν(A) =
[

1 , если 0 ∈ A
0 ,иначе

считаем ν : A → R

Теорема 1.2 (Необходимое условие существования плотности). µA = 0 ⇒ νA = 0

Теорема 1.3 (теорема Радона-Никодина). Это так-же достаточное условие

Доказательство критерия плотности.

(⇒) очевидно

(⇐) Не умаляя общности ω > 0 : e = X(ω = 0)
ν(e) =

∫
e
ωdµ = 0

Для случая когда A ∩ e = ∅ все только лучше
Фиксируем q ∈ (0, 1)
Aj = A(qj ≤ ω < qj−1), j ∈ Z

0 q2 q 1 = q0

q−1 q−2
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Лекция 5

A =
⊔
j∈Z

Aj

µAj · qj ≤ νAj ≤ µAi · qj−1 (1)

µAj · qj ≤
∫
Aj

ωdµ ≤ µAj · qj−1 (2)

Тогда

q ·
∫
A

ωdµ ≤ q ·
∑∫

Aj

≤
∑

qjµAj ≤
∑

νAj ≤
1

q

∑
qjµAj ≤

1

q

∑∫
Aj

=
1

q

∫
A

ωdµ

то есть:
q

∫
A

ω dµ ≤ νA ≤ 1

q

∫
A

ω dµ

и q → 1− 0

Лемма 1.

• f, g — суммируемые

• (X,A, µ)

• ∀A ∈ A:
∫
A
f =

∫
A
g

Тогда f = g почти везде

Доказательство. h := f − g
Дано ∀A

∫
A
h = 0

Доказать h = 0 почти везде

• A+ := X(h ≥ 0)

• A− := X(h < 0)

X = A+ ⊔A− ∫
A+

|h| =
∫
A+

h = 0∫
A−

|h| = −
∫
A−

h = 0

тогда ∫
X

|h| = 0

⇒ h = 0 почти везде

Замечание. L(X) — линейное пространство отображений lA : f 7→
∫
A
fdµ — линейный функционал

Таким образом множество функционалов {lA, A ∈ A} — разделяет точки
∀f, g ∈ L(X)∃AlA(f) ̸= lA(g)

2 Мера лебега
Лемма 2 (о мере образа малых кубических ячеек).

• O ⊂ Rm — открытое

• a ∈ O

• Φ : O → Rm

• Φ ∈ C1

Пусть c > |detΦ′(a)| ≠ 0
Тогда ∃δ > 0 ∀ куба Q ⊂ B(a, δ), a ∈ Q
выполняется неравенство λΦ(Q) < c · λQ
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Замечание. Здесь можно считать что кубы замкнутые

Доказательство. L := Φ′(a) — обратимо

Φ(x) = Φ(a) + L · (x− a) + o(x− a) x→ a

a+ L−1(Φ(x)− Φ(a))︸ ︷︷ ︸
Ψ(x)

= x+ o(x− a)

∀ε > 0∃ шарBε(a) ∀x ∈ Bε(a) |Ψ(x)− x| < ε√
m
|x− a|

Пусть Q ⊂ Bε(a)a ∈ Q — куб со стороной h. При x ∈ Q : |x− a| ≤
√
mh

|Ψ(x)− x| ≤ ε√
m
|x− a| ≤ εh

Тогда Ψ(Q) ⊂ Куб со стороной (1 + 2ε)h: при x, y ∈ Q

|Ψ(x)i −Ψ(y)i| ≤ |Ψ(x)i − xi|+ |xi − yi|+ |Ψ(y)i − yi| ≤ |Ψ(x)− x|+ h+ |Ψ(y)− y| ≤ (1 + 2ε)h

λ(Ψ(Q)) ≤ (1 + 2ε)m · λQ

Ψ и Φ отличаются только сдвигом и линейным отображением

λΦ(Q) = |detL| · λΨ(Q) ≤ | detL| · (1 + 2ε)m︸ ︷︷ ︸
выбираем ε чтобы ...<c

λQ

потом берем δ = радиус Bε(a)

Лемма 3.

• O ⊂ Rm — открытое

• f : O → R — непрерывное

• Q ⊂ Q ⊂ O — кубическая ячейка

• A ⊂ Q

Тогда

inf
G:A⊂G

G — открытое ⊂O

(
λ(G) sup

G
f

)
= λA · sup

A
f

Теорема 2.1.

• Φ : O ⊂ Rm → Rm — диффеоморфизм

Тогда ∀A ∈ Mm, A ∈ O

λΦ(A) =

∫
A

|detΦ′(x)| dλ(x)

Доказательство. Обозначим якобиан JΦ(x) = |detΦ′(x)|
νA := λΦ(A) — мера. Т.е. надо доказать: JΦ — плотность ν относительно λ. Тогда достаточно
проверить условие критерия плотности

inf
A
JΦ · λA ≤ νA ≤ sup

A
JΦ · λA (3)

Достаточно проверить только правое неравенство. левое — это "правое для Φ(A) и отображения
Φ−1"

inf
1

|det(Φ′)|
· λΦ(A) ≤ λA
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1. Проверяем второе неравенство 3 для случая когда A — кубическая ячейка. A ⊂ A ⊂ O. От
противного:

λQ · sup
Q
JΦ < ν(Q)

Возьмем C > supQ JΦ : C · λQ < ν(Q). Запускаем процесс половинного деления:
Режем Q на 2m более мелких кубических ячеек. Выберем "мелкую"ячейку Q1 ⊂ Q : C ·λQ1 <
νQ1. Опять делим на 2m частей, берем Q2 : C · λQ2 < νQ2 и так далее

Q1 ⊃ Q2 ⊃ . . . ∀nC · λQn < νQn (4)

a ∈
⋂
Qi C > sup

Q
JΦ = sup

Q

JΦ, в частности C > |detΦ′(a)|

Получаем противоречие с леммой: в сколь угодно малой окрестности a имеются кубы Qn, где
выполняется 4. Противоречие

2. Проверим второе неравенство 3 для открытых множеств A ⊂ O
Это очевидно A =

⊔
Qj , Qj — кубическая ячейка, Qj ⊂ Qj ⊂ A

νA =
∑

λQj ≤
∑

µQj sup
Qj

JΦ ≤ sup
A
JΦ

∑
µQj = sup

A
JΦ · λA (5)

3. По лемме второе неравенство 3 выполнено для всех измеримых A

O =
⊔
Qj — кубы Qj ⊂ Qj ⊂ O

A =
⊔
A ∩Qj︸ ︷︷ ︸

Aj

Aj ⊂ G — открытое

νAj ≤ νG ≤ sup
G
JΦ · λG⇒ νAj ≤ inf

Aj⊂G
G — откр.

(sup
G
JΦ · λG) = sup

Aj

f · λAj

Аналогично 5 получаем νA ≤ supA f · λA

Теорема 2.2.

• Φ : O ⊂ Rm → Rm — диффеоморфизм

Тогда ∀f — измеримых, ≥ 0, заданных на O′ = Φ(O)∫
O′
f(y)dλ =

∫
O

f(Φ(x)) · JΦ · dλ

, где JΦ(x) = |detΦ′(x)|. То же верно для суммируемых функций f

Доказательство. Применяем теорему о взвешенном образе меры.
Дано:

• (X,A, µ)

• (T,B, ν)

• Φ : X → Y — с сохранением измеримости

• Φ−1(B) ⊂ A

• ω : Y → R, ≥ 0, измеримый

• ν — взвешенный образ µ с весом ω:

µ(B) =

∫
Φ−1(B)

ωdµ

Тогда ∫
B

fdν =

∫
Φ−1(B)

f(Φ(x))ω(x)dµ

В нашем случае
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• X = Y = Rm

• A = B = Mm

• Φ — диффеоморфизм

• µ = λ

• ν(A) = λΦ(A)

Под действием гладкого отображния Φ, σ-аглебра Mm сохраняется
По теореме

ν(B) =

∫
Φ−1(A)

JΦdλ

т.е. λ — взвешенный образ исходной меры Лебега по отношению к Φ

Пример. Полярные координаты в R2. {
x = r cosφ
y = r sinφ

Φ : {(r, φ), r > 0, φ ∈ (0, 2π)} → R2

— диффеоморфизм

Φ =

(
cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

)
detΦ′ = r JΦ = r∫∫

Ω

f(x, y) = dλr =

∫∫
Φ−1(Ω)

f(r cosφ, r sinφ)r dλr
dλr(r,φ)

Пример. Сферические координаты в R3
x = r cosφ cosψ

y = r sinφ cosψ

z = r sinψ

 r > 0
φ ∈ (0, 2π
ψ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)

Φ′ =

cosφ cosψ −r sinφ cosψ −r cosφ sinψ
sinφ cosψ r cosφ cosψ? −r sinφ sinψ

sinψ 0 r cosψ


detΦ′ = r2(sin2 ψ cosψ + cos3 ψ) = r2 cosψ = JΦ

— для географических координат: r — растояние от центра Земли, ψ — угол к плоскости экватора
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