
Лекция 4

Ilya Yaroshevskiy

13 мая 2023 г.

Содержание
1 Плотность одной меры по отношению к другой 4

1.1 Замена перменных в интеграле . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Теорема 0.1 (об абсолютной непрерывности интеграла).

• (X,A, µ)

• f : X → R — суммируема

Тогда ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀E — измеримое, µE < δ |
∫
E
f | < ε

Следствие 0.1.1.

• f — суммируемая

• µEn → 0

Тогда
∫
En

f → 0

Доказательство. Возьмем множества Xn := X(|f | ≥ n), очевидно что Xn ⊃ Xn+1 ⊃ . . ., а также
µ(
⋂
Xn) = 0

Утвержение: ∀ε ∃nε

∫
Xnε

|f | < ε
2 — это свойство непрерывности сверху меры A 7→

∫
A
|f |dµ

Пусть δ := ε
2nε

, тода при µE < δ∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f | ≤
∫
En∩Xnε

|f |+
∫
En∩XC

nε

|f | ≤
∫
Xnε

|f |+
∫
En∩Xnε

nε <
ε

2
+ µE · nε ≤ ε

Правда ли что:
fn =⇒

µ
f ∀ε > 0 µX(|fn − f | > ε) → 0∫

X

|fn − f |dµ → 0

эквивалентны.

(⇒) Нет. (X,A, µ) = (R,M, λ)
fn = 1

nx fn =⇒
λ

0∫
|fn − f | = +∞ — при всех n

(⇐) Да.

µX(|fn − f | > ε)︸ ︷︷ ︸
Xn

=

∫
Xn

1 ≤
∫
Xn

|fn − 1|
ε

=
1

ε

∫
Xn

|fn − f | ≤ 1

ε

∫
X

|fn − f | −−−−−→
n→+∞

0

Теорема 0.2 (Лебега).

• (X,A, µ)

• fn, f — измеримые, почти везде конечные
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Лекция 4

• fn =⇒
µ

f

• ∃g — суммируемая мажоранта:

1. ∀n |fn| ≤ g почти везде

2. g — суммируемая везде

Тогда fn, f — суммируемые и
∫
X
|fn − f |dµ −−−−−→

n→+∞
0, и ’тем более’

∫
X
fndµ →

∫
X
fdµ

Доказательство. fn — суммируема в силу 1, f — суммируема по следствию т. Рисса: |f | ≤ g почти
везде
’тем более’ =

∣∣∫
X
fn −

∫
X
f
∣∣ ≤ ∫

X
|fn − f | → 0

1. µX < +∞ фиксируем ε Xn = X(|fn − f | > ε)
fn ⇒ f , т.е. µXn → 0

|fn − f | ≤ |fn|+ |f | ≤ 2g∫
X

|fn − f | =
∫
Xn

+

∫
XC

n

≤
∫
Xn

2g +

∫
XC

n

εdµ < ε+ εµX

По следствию т. об абсолютной непрерывности:
∫
Xn

2g −−−−−→
n→+∞

0

2. µX = +∞
Проверим утверждение: ∀ε > 0 ∃A ⊂ X — измеримое, µA — конечная:

∫
X\A g < ε∫

X

g = sup{
∫

gn, 0 ≤ gn ≤ g, gn — ступенчатая}

A := {x : gn(x) > 0}

— при достаточно больших n

0 ≤
∫
X

g −
∫
X

gn =

∫
A

g − gn +

∫
X\A

g < ε

Фиксируем ε > 0 ∫
X

|fn − f |dµ =

∫
A

+

∫
X\A

≤
∫
A

|fn − f |+
∫
X\A

2g

По 1
∫
A
|fn − f | −−−−−→

n→+∞
0
∫
X\A 2g < 2ε

т.е. при больших n
∫
x
|fn − f |dµ < 2ε

Теорема 0.3 (Лебега).

• (X,A, µ)

• fn, f — измеримые, почти везде конечные

• fn → f почти везде

• ∃g — суммируемая мажоранта:

1. ∀n |fn| ≤ g почти везде

2. g — суммируемая везде

Тогда fn, f — суммируемые и
∫
X
|fn − f |dµ −−−−−→

n→+∞
0, и ’тем более’

∫
X
fndµ →

∫
X
fdµ

Доказательство.
hn := sup(|fn − f |, |fn+1 − f |, . . . )

• 0 ≤ hn ≤ 2g

• hn — монотонно убывает

• limhn = lim|fn − f | = 0 почти везде
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2g − hn ≥ 0 — эта последовательность возрастает, 2g − hn → 2g почти везде∫
X

2g − hn →
∫
X

2g ⇒
∫
X

hn → 0

∫
X

|fn − f | ≤
∫
X

hn → 0

Пример. ∫ +∞

0

tx−1e−tdt

lim
x→x0

∫ +∞

0

tx−1e−tdt
?
=

∫ +∞

0

tx0−1e−tdt

Да. tx−1e−t −−−−→
x→x0

tx0−1e−t при всех t > 0

Суммируемая мажоранта: |tx−1e−t| ≤ tα−1e−t︸ ︷︷ ︸
сумм.

, 0 < α < x0

Теорема 0.4 (Фату).

• (X,A, µ)

• fn ≥ 0 — измеримая

• fn → f почти везде

• c > 0 ∀n
∫
X
fn ≤ c

Тогда
∫
X
f ≤ c

Примечание. Здесь не требуется чтобы
∫
X
fn →

∫
X
f , это может быть не выполнено

Доказательство.
gn := inf(fn, fn+1, . . . )

0 ≤ gn ≤ gn+1 lim gn = limfn = f почти везде∫
X

gn ≤
∫
X

fn ≤ c∫
X

gn →
∫
X

f ⇒
∫
X

f ≤ c

Следствие 0.4.2.

• fn, f ≥ 0 — измеримые, почти везде конечные

• fn ⇒ f

• ∃c > 0 ∀n
∫
X
fn ≤ c

Тогда
∫
X
f ≤ c

Доказательство.
fn ⇒ f ⇒ ∃nk fnk

→ f почти везде

Следствие 0.4.3.

• fn ≥ 0 — измеримые

Тогда ∫
X

limfn ≤ lim

∫
X

fn
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Доказательство. Как в теореме: ∫
X

gn ≤
∫
X

fn

Выберем nk: ∫
X

fnk
−−−−−→
k→+∞

lim

∫
X

fn

Рассмотрим первое неравенство для nk: ∫
X

gnk
≤

∫
X

fnk∫
X

gnk
→

∫
X

limfn ≤ lim

∫
X

fn

1 Плотность одной меры по отношению к другой

1.1 Замена перменных в интеграле
Определение.

• (X,A, µ)

• (Y,B, ·)

• Φ : X → Y

Пусть Φ — измеримо в следующем смысле: Φ−1(B) ⊂ A. Для E ∈ B положим ν(E) = µΦ−1(E)
Тогда ν — мера:

ν(
⊔

En) = µ(Φ−1(
⊔

E)n) = µ(
⊔

Φ−1(En)) =
∑

µΦ−1(En) =
∑

νEn

Мера ν называется образом µ при отображении Φ и

νE =

∫
Φ−1(E)

1dµ

Примечание.

• f : Y → R — измерима относительно B

Тогда f ◦ Φ — измерима относитльно A (f ◦ Φ : X → R)

X(f(Φ(x)) < a) = Φ−1(Y (f < a)︸ ︷︷ ︸
∈B

) ∈ A

Определение.

• ω : X → R — измерима(на X относительно A)

• ω ≥ 0

∀B ∈ B ν(B) =

∫
Φ−1(B)

ω(x)dµ(x)

— взвешенный образ меры µ при отображении Φ, ω — вес

Теорема 1.1.

• (X,A, µ)

• (Y,B, ν)

• Φ : X → Y

• ν — взвешенный образ меры µ при отображении Φ с весом ω
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• ω ≥ 0 — измерима на X

Тогда ∀f — измеримые на Y относительно B, f ≥ 0
f ◦ Φ — измеримая на X относительно A и∫

Y

f(y)dν(y) =

∫
X

f(Φ(x)) · ω(x) dµ(x) (1)

То же верно для суммируемых f

Доказательство. f ◦ Φ — измеримая

1. Пусть f = XB , B ∈ B

f ◦ Φ(x) = f(Φ(x)) =

[
1 ,Φ(x) ∈ B
0 ,Φ(x) ̸∈ B

= XΦ−1(B)

Тогда 1:

νB
?
=

∫
X

XΦ−1(B) · ωdµ =

∫
Φ−1(B)

ωdµ

— это определение ν

2. f — ступенчатая. 1 следует из линейности интеграла

3. f ≥ 0 — измеримая: теорема об аппроксимации измеримой функции ступенчатыми + т. Леви

0 ≤ h1 ≤ h2 ≤ . . . , hi — ступенчатая hi ≤ f hi → f∫
Y

hidν =

∫
X

hi ◦ Φ · ωdµ −−−→
i→∞

1 для f

4. f — измеримая ⇒ для |f | выполнено 1 ⇒ |f | и |f ◦ Φ| · ω — суммируемы одновременно
Берем f+, f−, для них интегралы конечные.

(f ◦ Φ · ω)+ = f+ ◦ Φ · ω

Следствие 1.1.4. В условиях теоремы:

• B ∈ B

• f — суммируемая на B

Тогда ∫
B

fdν =

∫
Φ−1(B)

f(Φ(x))ω(x)dµ

Доказательство. В теорему подставить f ↔ f · XB

Примечание. Частный случай.

• X = Y

• A = B

• Φ = Id

• ν(B) =
∫
B
ω(x)dµ, ω ≥ 0 — измеримая

В этой ситуации ω — плотность(меры ν относительно меры µ) и тогда по теореме:∫
X

fdν =

∫
X

f(x)ω(x)dµ
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