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f, g ∈ L1[−π, π]

(f ∗ g)(x) =
∫ π

−π

f(x− t)g(t) dt

Пример. g :

f — непрерывна
(f ∗ g) ≈ f

g =

[
0 x ̸= 0
∞ x = 0

∫ π

−π

g = 1

δ0 : µ{0} = 1 µ(R \ {0}) = 0

µE =

∫
E

g dx

Обозначение. [−π, π] \ [−δ, δ] = Eδ

Определение. Аппроксимативная единица

• D ⊂ R

• h0 — предельная точка в R

Семейство функций {Kh}h∈D — называется аппроксимативной единицей

АЕ1 ∀h ∈ D, Kh ∈ L1[−π, π],
∫ π

−π
Kh = 1

АЕ2 L1 — нормы функций Kh ограничены в совокупности

∃M ∀h
∫
[−π,π]

|Kh| ≤ M

АЕ3 ∀δ ∈ (0, π) ∫
Eδ

|Kh| dx −−−−→
h→h0

0

1
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Замечание. Kh ≥ 0 ∀h
Тогда АЕ1 ⇔ АЕ2

Замечание.

АЕ3’ Kh ∈ L∞[−π, π] и ∀δ ∈ (0;π)
ess sup
t∈Eδ

|Kh(t)| −−−−→
h→h0

0

Лемма 1. АЕ3’ ⇔ АЕ3

Определение. АЕ1 + АЕ2 + АЕ3’ = усиленная аппроксимативная единица

Теорема 0.1. Kh — а.е.

1. f ∈ C̃[−π, π] =⇒ f ∗Kh

[−π,π]
−−−−−−−−⇒
h→h0

f

2. f ∈ L1[−π, π] =⇒ ∥f ∗Kh − f∥1 −−−−→
h→h0

0

3. Kh — усиленная а.е. f ∈ L1[−π, π], f — непрерывная в x
Тогда

• f ∗Kh — непрерывна в x

• f ∗Kh(x) −−−−→
h→h0

f(x)

Доказательство.

f ∗Kh(x)− f(x) =

∫ π

−π

(f(x− t)− f(x))Kh dt

M — из АЕ2

1. ε > 0, f — равномерно непрерывна

∃δ > 0 ∀t, |t| < δ ∀x|f(x− t)− f(x)| < ε

2M

|f ∗Kh(x)− f(x)| ≤
∫ π

−π

|f(x− t)− f(x)||Kh(t)| dt =
∫ δ

−δ

+

∫
Eδ

= I1 + I2 < ε

I1 ≤ ε

2M
·
∫ δ

−δ

|Kh| ≤
ε

2M
·
∫ π

−π

|Kh| ≤
ε

2

I2 ≤ 2 · ∥f∥∞ ·
∫
Eδ

|Kh| −−−−→
h→h0

0 ===⇒
АЕ3

∃V (h0) ∀h ∈ V (h0) I2 ≤ ε

2

3. f ∈ L1, Kh ∈ L∞ =⇒ f ∗Kh — непрерывна
Для данного x проверим утверждение ε > 0; I1 + I2 < ε; ∃V (h0) ∀h ∈ V (h0)
f — непрерывна в x

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t, |t| < δ |f(x− t)− f(x)| < ε

2M

I1 ≤ ε

2

I2 ≤
∫
Eδ

|f(x− t)| · |Kh(t)| dt+ |f(x)|
∫
Eδ

|Kh(t)| dt

≤ ess sup
Eδ

|Kh| · (∥f∥1 + 2π|f(x)|) −−−−→
h→h0

0

, т.е. ∃V (h0) ∀h ∈ V (h0) I2 < ε
2
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2.
∥f ∗Kh − f∥1 =

∫ π

−π

∣∣∣∣∫ π

−π

(f(x− t)− f(x))Kh dt

∣∣∣∣ dx ≤

≤
∫ π

−π

∫ π

−π

|f(x− t)− f(x)| · |Kh(t)| dx dt =

= ∥Kh∥1 ·
∫ π

−π

g(−t)
|Kh(t)|
∥Kh∥1

dt

, где g(t) =
∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)| — непрерывна (по теореме о непрерывности сдвига)

= ∥Kh∥1

(
g ∗ |Kh|

∥Kh∥

)
(0)

— по п.1 g(0) = 0

Замечание. Модификация п. 2

f ∈ Lp[−π, π] ⇒ ∥f ∗Kh − f∥p −−−−→
h→h0

0

Замечание. Модификация п. 3
f ∈ L1 ∃f(x− 0), f(x+ 0)

Kh — усиленная а.е. ∀h Kh — четная
Тогда

(f ∗Kh)(x) →
1

2
(f(x− 0) + f(x0 + 0))

1 Суммирование рядов Фурье

1.1 Метод средних арифметических
Определение. ∑

an Sn :=

n∑
k=0

ak

σn :=
1

n+ 1
(S0 + S1 + · · ·+ Sn)∑

an ==========
сред. арифм.

S

, если σn → S

Теорема 1.1. ∑
an = S =⇒

∑
an ====

с.а.
S

Доказательство. ∀ε > 0 ∃N, ∀n > N, |Sn − S| < ε
2

|σn − S| =

∣∣∣∣∣ 1

n+ 1

n∑
k=0

(Sk − S)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n+ 1

∑
|Sk − S| =

=

∑N1

k=0 |Sk − S|
n+ 1

+

∑n
k=N1+1 |Sk − S|

n+ 1

∃N ∀n > N эта дробь < ε
2

Определение. f ∈ L1[−π, π], Sn(f) — частичная сумма ряда Фурье

σn(f) =
1

n+ 1

n∑
k=1

Sk(f)

— суммы Фейера
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Замечание.
Sn(f) =

∫ π

−π

f(x+ t)Dn(t) dt

σn(f, x) =

∫ π

−π

f(x+ t)Φn(t) dt

, где Φn =
1

n+ 1
(D0 + · · ·+Dn) =

1

2π(n+ 1)
·
sin2

(
n+1
2 t
)

sin2 t
2

— ядро Фейера

Теорема 1.2 (Фейера).

1. f ∈ C̃[−π, π]

Тогда σn(f)
[−π,π]
−−−−−−−−⇒ f

2. f ∈ Lp[−π, π] =⇒ ∥σn(f)− f∥p → 0

3. f ∈ L1, f — непрерывна в x =⇒ σn(f, x) −−−−−→
n→+∞

f(x)

Доказательство. Проверим: Φn — усиленная а.е. и тогда 1-3 следуют из свойства а.е.

АЕ1 Φn ∈ L1, т.к. Φn — непрерывная (и даже Φn ∈ L∞)∫ π

−π

Φn = 1

АЕ2 следует из АЕ1, поскольку Φn ≥ 0

АЕ3 t ∈ Eδ

0 ≤ Φn(t) =
1

2π(n+ 1)
·
sin2 n+1

2 t

sin2 t
2

≤ 1

2π(n+ 1)
· 1

sin2 δ
2

−−−−−→
n→+∞

0

Замечание. в п.2 p = 1 — свойство а.е. было доказано, p > 1 — без доказательства

Следствие 1.2.1. f ∈ L1[−π, π] — непрерывна в x. Если ряд Фурье f сходится в точке x

∃ lim
n→∞

Sn(f, x) — конечный

, то Sn(f, x) → f(x)

Доказательство.
σn(f, x) → f(x)

и по теореме Коши

Следствие 1.2.2.

1. Тригонометрическая система полна в L2[−π, π]

2. f ∈ L1[−π, π] ∀k ak(f) = 0, bk(f) = 0 либо ∀k ∈ Z Ck(f) = 0
Тогда f = 0 почти везде

Доказательство.

1. Следствие из 2.: ∀k f ⊥ cos kx и f ⊥ sin kx

0 = ⟨f, cosx⟩ =
∫ π

−π

f(x) cos kx = πak(f)

, т.е. ak = 0

2. Sn(f) = 0 почти везде, σn(f) = 0 почти везде =⇒ f = 0 почти везде
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Следствие 1.2.3. f ∈ L2[−π, π]
Тогда ряд Фурье f сходится к f в L2:

Sn(f) → f в L2 ∥Sn(f)− f∥2 → 0

— общее свойство базиса

Следствие 1.2.4. f ∈ L1[0, π]. Коэффициенты f по системе {cos kx} равно 0
Тогда f = 0 почти везде
Аналогично для {sin kx}
Следствие 1.2.5 (теорема Вейерштрасса). Тригонометрический полином плотный в Lp[−π, π] и
C̃[−π, π], 1 ≤ p < +∞
Следствие 1.2.6. f, g ∈ L2[−π, π] Тогда выполняются равенства Парсеваля:

1. ∫
[pi,π]

fg = 2π
∑
k∈Z

ck(f)ck(h)

2. ∫ π

−π

|f |2 = 2π
∑

|ck(f)|2

3. ∫ π

−π

fg = π

(
a0(f)a0(h)

2
+

+∞∑
k=1

ak(f)ak(g) + bk(f)bk(g)

)

4. ∫ π

−π

f2 = π

(
a0(f)

2

2
+
∑

ak(f)
2 + bk(f)

2

)

Лемма 2. Dn(t) =
1
2π · sin(n+ 1

2 )t
sin t

2

— ядро Дирихле
Тогда ∀x ∈ [−2π, 2π] ∣∣∣∣∫ x

0

Dn(t)

∣∣∣∣ < 2

Замечание. Dn — не является а.е. — не выполняется АЕ2∫ π

−π

Dn ≍ lnn

Теорема 1.3. f ∈ L1[−π, π]
Тогда ∀a, b ∈ R ∫ b

a

f(x) dx =
∑
k∈Z

ck(f)

∫ b

a

eikx dx

Замечание. ряд Фурье при этом может расходится в том числе всюду

Доказательство. Достаточно доказать: −π ≤ a < b ≤ π, χ = χ[a,b]

n∑
k=−n

ck(f)

∫ b

a

eikx dx =
∑ 1

2π

∫ π

−π

f(t)e−ikt dt · 2πc−k(χ) =

=

∫ π

−π

f(t) · Sn(χ, t) dt →
∫ π

−π

f · χ =

∫ b

a

f

Sn(χ, t) −−−−−→
n→+∞

χ(t)

при t ∈ [−π, π], t ̸= a, b по признаку Дини

Sn(χ, t) =

∫
χ ·Dn =

∫ b

a

Dn(x− t) =

∫ b−t

0

Dn(x) dx−
∫ a−t

0

Dn(x)
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по лемме |Sn(x, t)| ≤ 4. Таким образом

f · Sn → f · χ — почти везде

|f · Sn| ≤ 4 · |f |︸ ︷︷ ︸
сумм.

Работает условие теоремы Лебега.

Теорема 1.4 (о ‘слабой‘ сходимости рядов Фурье). f ∈ L1[−π, π] ∀u ∈ C̃1[−π, π]∫ π

−π

Sn(f, x) · u(x) dx →
∫ π

−π

f(x)u(x) dx

Доказательство.

1. f ∈ L1 u — непрерывна =⇒ u ∈ L∞ =⇒ f ∗ u — непрерывная и даже гладкая

d

dx
(f ∗ u)(x) = d

dx

∫ π

−π

f(t)u(x− t) dt =

=

∫ π

−π

f(t)u′
x(x− t) dt

— обобщенный предел Лейбница

2. ∫ π

−π

Sn(f, x)u(x) dx =

n∑
k=−n

ck(f)

∫ π

−π

eikxu(x) dx ==========
u(x):=u(−x)

=
∑

ck(f)ck(u) · 2π =

n∑
k=−n

ck(f ∗ u) =

=

n∑
k=−n

ck(f ∗ u)eikx
∣∣
x=0

→ f ∗ u
∣∣
x=0

=

— по признаку Дини

= f ∗ u(0) =
∫ π

−π

f(−t)u(−t) dt =

∫ π

−π

f(t)u(t) dt
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