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Теорема 0.1 (Формула Остроградского).

• V = {(x, y, z)
∣∣(x, y) ∈ G ⊂ R2, f(x, y) ≤ z ≤ F (x, y)}

• G — компактно

• ∂G — кусочно гладкая

• f, F ∈ C1

• Фиксируем внешнюю сторону поверхности

• R: окр.(V ) → R, ∈ C1

Тогда ∫∫∫
V

∂R

∂z
dx dy dz =

∫∫
∂V

Rdxdy =

∫∫
∂V

0 dy dz + 0 dz dx+Rdxdy

Доказательство.∫∫∫
V

∂R

∂z
=

∫∫
G

dx dy

∫ F (x,y)

f(x,y)

∂R

∂z
dz =

∫∫
G

R(x, y, F (x, y)) dx dy −
∫∫

G

R(x, y, f(x, y)) dx dy =

=

∫∫
ΩF

R(x, y, z) dx dy +

∫∫
Ωf

Rdxdy +

∫∫
Ω

Rdxdy︸ ︷︷ ︸
0

Следствие 0.1.1 (обобщение формулы Остроградского).∫∫∫
V

∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
dx dy dz =

∫∫
∂Vвнеш.

P dy dz +Qdz dx+Rdxdy

Определение. V — гладкое векторное поле. Дивергенция:

div V =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

Примечание.

div = lim
ε→0

1
4
3πε

3

∫∫∫
B(a,ε)

div V dx dy dz = lim
ε→0

1
4
3πε

3

∫∫
S(a,ε)

⟨V, n0⟩ds

— не зависит от координат
Следствие 0.1.2.

• l ∈ R3

• f ∈ C1(окр(V )) ∫∫∫
V

∂f

∂l
dx dy dz =

∫∫
∂V

f · ⟨f, n0⟩ds

1
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1 Формула Стокса
Определение. ∫

∂Ω

P dx+Qdy +Rdz =

∫∫
Ω

⟨rot(V ), n0⟩ds

rotV =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
— ротор векторного поля (вихрь векторного поля)

Пример.
V (x, y, z) = (−y, x, 0)

rotV = (0, 0, 2)

Примечание. V = (P,Q,R) — потенциально, ∃f

V = grad f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
Теорема 1.1 (Пуанкаре).

• Ω — область

Тогда V — потенциально ⇔ rotV = 0

Определение. Векторное поле A = (A1, A2, A3) — соленоидально в области Ω ⊂ R2, если ∃
гладкое векторное поле B в Ω:

A = rotB

B — называется векторным потенциалом A

Теорема 1.2 (Пуанкаре’).

• Ω — открытый паралеллепипед

• A — векторное поле в Ω, A ∈ C1

Тогда A — соленоидально ⇔ divA = 0

Доказательство.

(⇒) div rotB = 0

(⇐) Дано:
A1

′
x +A2

′
y +A3

′
z = 0 (1)

. Найдем векторный потенциал B = (B1, B2, B3), A = rotB. Путь B3 ≡ 0

B3
′
y −B2

′
z = A1

B1
′
z −B3

′
x = A2

B2
′
x −B1

′
y = A3

⇝
−B2

′
z = A1 (1)

B1
′
z = A2 (2)

B2
′
x −B1

′
y = A3 (3)

(1)

B2 := −
∫ z

z0

A1dz + φ(x, y)

(2)

B1 :=

∫ z

z0

A2dz

(3)

−
∫ z

z0

A1
′
x dz + φ′

x −
∫ z

z0

Az
′
y dz = A3 =⇒

1

∫ z

z0

A3
′
zdz + φ′

x = A3

A3(x, y, z)−A3(x, y, z0) + φ′
x = A3(x, y, z) ⇔ φ′

x = A3(x, y, z0)

Отсюда найдем φ =
∫ x

x0
A3(x, y, z0) dx
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Примечание. ∫
∂Ω

Al dl =

∫
∂Ω

⟨A, l0⟩ dl =
∫∫

Ω

(rotA)n ds

(rotA)n(a) = lim
ε→0

1

λ(Ωε)

∫∫
Ωε

(rotA)n ds = lim
ε→0

1

λΩ
·
∫
∂Ωε

Al dl

Лемма 1 (Урысона).

• X — нормальное

• F0, F1 ⊂ X — замкнутые, F0 ∩ F1 = ∅

Тогда ∃f : X → R — непрерывная, 0 ≤ f ≤ 1, f
∣∣
F0

= 0, f
∣∣
F1

= 1

Доказательство. Перефразируем нормальность: Если F
замк.

⊂ G
октр.

, то ∃U(F ) — открытое:

F ⊂ U(F ) ⊂ U(F ) ⊂ G

F ↔ F0 G ↔ (F1)
C F0 ⊂ U(F0)︸ ︷︷ ︸

G0

⊂ U(F0)︸ ︷︷ ︸
G0

⊂ FC
1︸︷︷︸

G1

Строим G 1
2
:

G0 ⊂ U(G0)︸ ︷︷ ︸
G 1

2

⊂ U(G0)︸ ︷︷ ︸
G 1

2

⊂ G1

Строим G 1
4
, G 3

4
:

G 1
2
⊂ U(G 1

2
)︸ ︷︷ ︸

G 3
4

⊂ U(G 1
2
) ⊂ G1

Таким образом для любого двоично рационального числа α ∈ [0, 1] найдется множество Gα

f(x) := inf{α — двоично рациональное
∣∣x ∈ Gα}

Проверим что: f — непрерывно ⇔ f−1(a, b) — всегда открыто. Достаточно проверить:

1. ∀b f−1(−∞, b) — открыто

2. ∀a f−1(−∞, a] — замкнуто

Покажем это:

1.
f−1(−∞, b) =

⋃
q<b

q — дв. рац.

Gq — открыто

(⊃) Очевидно: При x ∈ Gq f(x) ≤ q − b

(⊂) f(x) = b0 < b Возьмем q : b0 < q < b. Тогда x ∈ Gq

2. f−1(−∞, a] =
⋂

q>a Gq =
⋂

q>a Gq — замкнуто

(⊃) Тривиально
(⊂) q, r — двоично рациональные ⋂

q>a
всех

Gq ⊃
⋂
r>a

некоторых

Gr ⊃
⋂
r>a
всех

Gr

Теорема 1.3.

• (Rm,M, λM)

• E ⊂ Rm — измеримое

Тогда в Lp(E, λM), 1 ≤ p < +∞ множество непрерывных финитных функций плотно
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Примечание. f — финитная в Rm = ∃ шар B f = 0 вне B. f — непрерывная финитная на E =
∃g ∈ C0(Rm) f = g

∣∣
E

Доказательство. Ступенчатые функции плотны в Lp(E, λM). Достаточно показать, что ∀ε > 0 ∀A ⊂
E — ограниченного, ∃f — финитная непрерывная: ∥f −XA∥p < ε.
Как потсроить для ∀h ∈ Lp финитную непрерывную f : ∥h− f∥p < ε? ∃g — ступенчатая:

g =
∑
кон.

akXAk
∥h− g∥p <

ε

2

Подберем fk: ∥fk −XAk
∥ < ε∑

|ai|·2

∥h− f∥p ≤ ∥h− g∥+ ∥g − f∥ <
ε

2
+

∑
|ak| ∥Xak

− fk∥ <
ε

2
+

ε

2
= ε

∀ε > 0 ∃ F
замкн.

⊂ A ⊂ G
откр.

λM(G \ F ) < ε

По лемме Урысона ∃f : Rm → R — непрерывная: f
∣∣∣
F
≡ 1, f

∣∣∣
GC

≡ 0

∥f −XA∥pp =

∫
Rm

|f −XA|p dλM =

∫
G\F

|f −XA|p ≤ 1 · λM(G \ F ) = ε

Примечание. В L∞(E, λM) утверждение теоремы неверно. L∞(R, λ) B
(
χ[a,b],

1
2

)
не содержит непре-

рывных функций

sup
R

|f − χA| ≥ max( lim
x→a+0

|f(x)− χA|, lim
x→a−0

|f(x)− χA|) =

= max(|f(a)− 1|, |f(a)− 0|) ≥ 1

2

Примечание. В Lp(E, λM), p < +∞ плотны:

• Линейные комбинации характеристических функций ячеек

• Гладкие функции

• Рациональные линейные комбинации рациональных ячеек

• Непрерывные функции
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