
Теория Типов. Практика 8

Ярошевский Илья

1 апреля

Задача 1 :  По индукции:

• База:

𝑥⊥
𝑛+1, …, 𝑥⊥

𝑚, 𝑥⊥
1 , …, 𝑥⊥

𝑛  ⊢ 𝑥𝑖 : ⊥

𝑥⊥
𝑛+1, …, 𝑥⊥

𝑚 ⊢ λ 𝑥⊥
1  … 𝑥⊥

𝑛 . 𝑥𝑖 : ⊥ → … → ⊥⏟
𝑛

 → ⊥

• Переход:

(T-Var)
Γ ⊢ 𝑥𝑖 : ⊥ ≡ ∀ α. α

…

Γ ⊩ 𝐴1 ≡ ⊥ → … → ⊥ : ∗ …

Γ ⊩ 𝐴1 → … → 𝐴𝑘 → ⊥ : ∗

Γ ⊢ 𝑥𝑖 (𝐴1 → … → 𝐴𝑘 → ⊥) : 𝐴1 → … → 𝐴𝑘 → ⊥

…

Γ ⊢ 𝑥𝑖 (𝐴1 → … → 𝐴𝑘 → ⊥) 𝑀1 … 𝑀𝑘−1 : 𝐴𝑘 → ⊥
(IH)

Γ ⊢ 𝑀𝑘 : 𝐴𝑘 ≔ ⊥ → … → ⊥

𝑥⊥
𝑛+1, …, 𝑥⊥

𝑚, 𝑥⊥
1 , …, 𝑥⊥

𝑛⏟
Γ

 ⊢ 𝑥𝑖 (𝐴1 → … → 𝐴𝑘 → ⊥) 𝑀1 … 𝑀𝑘 : ⊥

𝑥⊥
𝑛+1, …, 𝑥⊥

𝑚 ⊢ λ 𝑥⊥
1  … 𝑥⊥

𝑛 . 𝑥𝑖 (𝐴1 → … → 𝐴𝑘 → ⊥) 𝑀1 … 𝑀𝑘 : ⊥ → … → ⊥⏟
𝑛

 → ⊥

Задача 2 :

if ≡ 𝜆𝑏Bool 𝑥𝐴 𝑦𝐴.𝑏 𝐴 𝑥 𝑦 : Bool → 𝐴 → 𝐴 → 𝐴

not ≡ 𝜆𝑏Bool. 𝑏 Bool fls tru : Bool → Bool

not' ≡ 𝜆𝑏Bool.Λ𝛼.𝜆𝑡𝛼 𝑓𝛼. 𝑏 𝛼 𝑓 𝑡 : Bool → Bool

and ≡ 𝜆𝑥Bool 𝑦Bool. 𝑥 Bool 𝑦 fls : Bool → Bool → Bool

and' ≡ 𝜆𝑥Bool 𝑦Bool.Λ𝛼.𝜆𝑡𝛼𝑓𝛼. 𝑥 𝛼 (𝑦 𝛼 𝑡 𝑓) 𝑓 : Bool → Bool → Bool

Задача 3 :

mult1 ≡ 𝜆𝑚Nat 𝑛Nat. 𝑚 Nat (plus Nat 𝑛) 0

mult2 ≡ 𝜆𝑚Nat 𝑛Nat.Λ𝛼. 𝑠𝛼→𝛼 𝑧𝛼. 𝑚 𝛼 (𝑛 𝛼 𝑠) 𝑧

mult3 ≡ 𝜆𝑚Nat 𝑛Nat.Λ𝛼. 𝑠𝛼→𝛼. 𝑚 𝛼 (𝑛 𝛼 𝑠)
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Задача 4 :

EitherAB ≡ ∀𝛾.(𝐴 → 𝛾) → (𝐵 → 𝛾) → 𝛾

inL ≡ 𝜆𝑎𝐴.Λ𝛾.𝜆𝑓𝐴→𝛾 𝑔𝐵→𝛾. 𝑓 𝑎 : 𝐴 → EitherAB

inR ≡ 𝜆𝑏𝐵.Λ𝛾.𝜆𝑓𝐴→𝛾 𝑔𝐵→𝛾. 𝑔 𝑏 : 𝐵 → EitherAB

cases ≡ 𝜆𝑒EitherAB.Λ𝛾.𝜆𝑓𝐴→𝛾 𝑔𝐵→𝛾. 𝑒 𝛾 𝑓 𝑔 : EitherAB → ∀𝛾.(𝐴 → 𝛾) → (𝐵 → 𝛾) → 𝛾

cases ≡ 𝜆𝑒EitherAB. 𝑒 : EitherAB → ∀𝛾.(𝐴 → 𝛾) → (𝐵 → 𝛾) → 𝛾

Задача 5 :

ListA ≡ ∀𝛼.(𝐴 → 𝛼 → 𝛼) → 𝛼 → 𝛼

cons ≡ 𝜆𝑥𝐴 𝑙ListA. Λ𝛼. 𝜆𝑓𝐴→𝛼→𝛼 𝑧𝛼. 𝑓 𝑥 (𝑙 𝛼 𝑓 𝑧) : 𝐴 → ListA → ListA

nil ≡ Λ𝛼. 𝜆𝑓𝐴→𝛼→𝛼 𝑧𝛼. 𝑧 : ListA

fold ≡ 𝜆𝑙ListA. 𝑙 : ListA → ∀𝛼.(𝐴 → 𝛼 → 𝛼) → 𝛼 → 𝛼

Задача 6 :

Nat ≡ ∀𝛼.(𝛼 → 𝛼) → 𝛼 → 𝛼 PairAB ≡ ∀𝛼.(𝐴 → 𝐵 → 𝛼) → 𝛼

pair : 𝐴 → 𝐵 → PairAB fst : PairAB → 𝐴 snd : PairAB → 𝐵 succ : Nat → Nat

zp ≡ pair 0 0 : PairNatNat

sp ≡ 𝜆𝑝PairNatNat. pair (snd 𝑝) (succ (snd 𝑝)) : PairNatNat → PairNatNat

pred ≡ 𝜆𝑚Nat. fst (𝑚 PairNatNat sp zp) : Nat → Nat

Задача 7 :

xz ≡ 𝜆𝑥𝐴. pair 𝑥 0 : 𝐴 → PairANat

fs ≡ 𝜆𝑓𝐴→ Nat →𝐴 𝑝PairANat. pair (𝑓 (fst 𝑝) (snd 𝑝)) (succ (snd 𝑝)) : (𝐴 → Nat → 𝐴) → PairANat → PairANat

rec ≡ 𝜆𝑚Nat 𝑓𝐴→ Nat →𝐴 𝑥𝐴. fst (𝑚 PairANat (fs 𝑓) (xz 𝑥)) : Nat → (𝐴 → Nat → 𝐴) → 𝐴 → 𝐴
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