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Конспекты
🔗

19 марта

Доверительный интервал ∀𝜃 ∈ Θ:

ℙ𝜃(𝐿𝑛(𝑋1,…,𝑋𝑛) ≤ 𝜃 ≤ 𝑅𝑛(𝑋1,…,𝑋𝑛)) = 1 − 𝜀

Либо

lim
𝑛→∞

ℙ𝜃(𝐿𝑛 ≤ 𝜃 ≤ 𝑅𝑛) = 1 − 𝜀)

Рассмотрим 𝑇 (𝑋1, …, 𝑋𝑛) — 𝜃

Пример :  𝑋1, …, 𝑋𝑛 ∼ 𝑈[0,𝜃], то 
𝑋(𝑛)

𝜃 ∼ max(𝑌1, …, 𝑌𝑛), где 𝑌𝑖 ∼ 𝑈[0,1]

𝐶(𝑎, 𝑏) = ℙ(𝑎 ≤
𝑋(𝑛)

𝜃
≤ 𝑏) ⟺ ℙ( 𝑏

𝑋(𝑛)
≤ 𝜃 ≤ 𝑎

𝑋(𝑛)
)

Задача 1 :

• 𝑋1, …, 𝑋𝑛 ∼ 𝑈[0;𝜃]
• 𝑇𝑛 = 2𝑋 для посторение ассимптотического интервала

• 𝔼𝜃[𝑇𝑛] = 2𝔼𝜃[𝑋] = 2𝔼𝜃[𝑋1] = 2 ⋅ 𝜃
2 = 𝜃

• 𝔻𝜃[𝑇𝑛] = 4 ⋅ 𝔻𝜃[𝑋] = 4 ⋅ 𝔻𝜃[𝑋1]
𝑛 = 4 ⋅ 𝜃2

12𝑛 = 𝜃2

3 𝑛

∀𝜃 ∈ Θ 𝑇𝑛 ⟶
ℙ𝜃

2 ⋅ 𝜃
2  по ЗБЧ. По ЦПТ

√
𝑛(𝑇𝑛 − 𝜃) ⟹ 2

√
𝑛(∑ 𝑋𝑖

𝑛
− 𝜃

2
) = 2

√
𝑛(

∑(𝑋𝑖 − 𝜃
2)

𝑛
) =

= 2 ⋅
∑𝑛

𝑖=1(𝑋𝑖 − 𝜃
2)

√
𝑛

⟶
𝑑

𝒩︀(0, 𝜃2

3
)

√
𝑛𝑇𝑛 − 𝜃

𝜃√
3

⟶
𝑑

𝒩︀(0, 1)

ℙ𝜃
(
𝑧1 ≤

√
𝑛𝑇𝑛 − 𝜃

𝜃√
3

≤ 𝑧2
)
 = Φ(𝑧2) − Φ(𝑧1)

𝑧1 = Φ−1(𝜀
2

) = 𝑧𝜀
2

= −𝑧1−𝜀
2

𝑧2 = Φ−1(1 − 𝜀
2

) = 𝑧1−𝜀
2

ℙ𝜃
(
𝑧𝜀

2
≤

√
𝑛𝑇𝑛 − 𝜃

𝜃√
3

≤ 𝑧1−𝜀
2
)
 = ℙ𝜃

(





𝑇𝑛

1 + 𝑧1−𝜀
2
√1

3𝑛⏡
𝐿𝑛

≤ 𝜃 ≤ 𝑇𝑛

1 + 𝑧𝜀
2
√1

3𝑛⏡
𝑅𝑛 )






Примечание :  Нужно построить объект где фигурирует оценка 𝑇𝑛, параметр 𝜃 и оно 

стремится к чему-то что от он 𝜃 не зависит.
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Лемма 0.1 (Слуцкого) :

1. 𝜉1, …, 𝜉𝑛 ⟶
𝑑

𝜉0 — сулчайная величина

2. 𝜂1, …, 𝜂𝑛 ⟶
ℙ

𝑐 — константа

то 𝑓(𝜉𝑛, 𝜂𝑛) ⟶
𝑑

𝑓(𝜉0, 𝑐) если 𝑓  непрерывна

Задача 2 :

• 𝑋1, …, 𝑋𝑛 ∼ 𝐵(𝑝)
• 𝑇𝑛 = 𝑋
• 𝔼𝑝𝑇𝑛 = 𝑝
• 𝔻𝑝𝑇𝑛 = 𝑝(1−𝑝)

𝑛

По ЦПТ

√
𝑛 𝑇𝑛 − 𝑝

√𝑝(1 − 𝑝)
⟶ 𝒩︀(0, 1)

ℙ(𝑧𝜀
2

≤
√

𝑛 𝑇𝑛 − 𝑝
√𝑝(1 − 𝑝)

≤ 𝑧1−𝜀
2
) ⟶ 1 − 𝜀

По лемме Слуцкого 𝜉𝑛 =
√

𝑛(𝑇𝑛 − 𝑝) ⟶ 𝒩︀(0, 𝑝(1 − 𝑝)) по ЦПТ, 𝜂𝑛 = √𝑇𝑛(1 − 𝑇𝑛) ⟶
√𝑝(1 − 𝑝) по ЗБЧ. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥

𝑦 .

ℙ(𝑧𝜀
2

≤
√

𝑛 𝑇𝑛 − 𝑝
√𝑇𝑛(1 − 𝑇𝑛)

≤ 𝑧1−𝜀
2
) ⟶ 1 − 𝜀

ℙ(𝑇𝑛 +
𝑧𝜀

2√
𝑛

√𝑇𝑛(1 − 𝑇𝑛) ≤ 𝑝 ≤ 𝑇𝑛 +
𝑧1−𝜀

2√
𝑛

√𝑇𝑛(1 − 𝑇𝑛))

Примечание :

• 𝜉1 ∼ 𝒩︀(𝜇, 𝜎2), то 
𝜉1−𝜇1

𝜎1
∼ 𝒩︀(0, 1)

• 𝜉1 и 𝜉2 независимы. 𝜉2 ∼ 𝒩︀(𝜇2, 𝜎2
2), то 𝜉1 + 𝜉2 ∼ 𝒩︀(𝜇1 + 𝜇2, 𝜎2

1 + 𝜎2
2)

• 𝜉1, …, 𝜉𝑛 ∼ 𝒩︀(0, 1) независимы

‣ 𝑛𝑋2 = ∑𝑛
𝑖=1 𝜉2

1 ∼ Χ2(𝑛)

𝑓𝑛𝑋2 = 1
2𝑛

2 Γ(𝑛
2 − 1)

𝑒−𝑥
2 𝑥𝑛

2 −1

Χ2
𝛼(𝑛) — число, такое что ℙ(𝑛𝑋2 ≤ Χ2

𝛼(𝑛)) = 𝛼
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Задача 3 :  (𝑋 − 𝑎)2 = 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝑎)2
, где 𝑋𝑖 − 𝑎 ∼ 𝒩︀(0, 𝜎2) = 𝜎𝒩︀(0, 1) (т.к. 𝑋𝑖 ∼

𝒩︀(𝑎, 𝜎2).

(𝑋 − 𝑎)2 = 1
𝑛

∑
𝑛

𝑖=1
(𝜎𝑋𝑖 − 𝑎

𝜎
)

2

= 𝜎2

𝑛
∑

𝑛

𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝑎

𝜎
)

2

∼ 𝜎2

𝑛
Χ2(𝑛)

𝑛 ⋅ (𝑋−𝑎)2

𝜎2 ∼ Χ2(𝑛), а значит

ℙ(Χ2
𝜀
2
(𝑛) ≤ 𝑛 ⋅ (𝑋 − 𝑎)2

𝜎2 ≤ Χ2
1−𝜀

2
(𝑛)) = 1 − 𝜀

ℙ(𝑛(𝑋 − 𝑎)2

Χ2
1−𝜀

2
(𝑛)

≤ 𝜎2 ≤ 𝑛(𝑋 − 𝑎)2

Χ2
𝜀
2
(𝑛)

) = 1 − 𝜀

Задача 3 :  𝑇 = (𝑋 − 𝑎)
2
. 𝑋 ∼ 𝒩︀(𝑎, 𝜎2

𝑛 ) ⟹ 𝑋 − 𝑎 ∼ 𝒩︀(0, 𝜎2

𝑛 ), 𝑋 − 𝑎 ∼ 𝜎√
𝑛𝒩︀(0, 1), 

(𝑋 − 𝑎)
2

∼ 𝜎2

𝑛 Χ2(1).

ℙ
(

Χ2

𝜀
2

≤
𝑛(𝑋 − 𝑎)

2

𝜎2 ≤ Χ2
1−𝜀

2
(1)

)

 = 1 − 𝜀

ℙ
(

𝑛(𝑋 − 𝑎)

2

Χ2
1−𝜀

2
(1)

≤ 𝜎2 ≤
𝑛(𝑋 − 𝑎)

2

Χ2
𝜀
2
(1)

)

 = 1 − 𝜀
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