
Математическая Статистика. Практика 4

Конспекты
🔗

12 марта

Примечание :  𝑋1, …, 𝑋𝑛 — выборка. Плотность/Функция вероятности 𝑓(𝑥 | 𝜃), где 𝜃 — 

параметр (постоянно значный, неизвестный).

ℒ︀𝑛(𝜃) = ∏
𝑛

𝑖=1
𝑓(𝑋𝑖 | 𝜃)

𝜃ОМП
𝑛 = argmax𝜃ℒ︀𝑛(𝜃) = argmax𝜃𝑙𝑛(𝜃)

𝑙𝑛(𝜃) = ln ℒ︀𝑛(𝜃) = ∑
𝑛

𝑖=1
ln 𝑓(𝑋𝑖 | 𝜃)

ℒ︀ это функция правдопобия, 𝑙 — логирафмическа функция правдоподобия

Задача 1.a :  𝑋1, …, 𝑋 − 𝑛 ∼ Poiss(𝜃).

𝑓(𝑘 | 𝜃) = ℙ𝜃(𝑋𝑖 = 𝑘) = 𝜃𝑘

𝑘!
𝑒−𝜃

ℒ︀𝑛(𝜃) = ∏
𝑛

𝑖=1

𝜃𝑋𝑖

𝑋𝑖!
𝑒−𝜃 = 𝜃∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖𝑒−𝑛𝜃

∏𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖!

𝑙𝑛(𝜃) = (∑
𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖) ⋅ ln 𝜃 − 𝑛𝜃 − ln ∏

𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖!

𝑙′𝑛(𝜃) = 1
𝜃

∑
𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖 − 𝑛 𝑙′𝑛(𝜃ОМП) = 0

1
𝜃

∑
𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖 − 𝑛 = 0 ⟹ 𝜃 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖

𝑛
= 𝑋

Не факт что максимум или минимум. Продифириенцируем второй раз

𝑙″𝑛(𝜃) = − 1
𝜃2 ∑

𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖

Рассмотрим два варианта:

• ∑ 𝑋𝑖 > 0, тогда 𝑙″𝑛 < 0, а значит находимся в точке локального максиума

• ∑ 𝑋𝑖 = 0, т.е. все 𝑋𝑖 = 0.
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Задача 1.c :

𝑓(𝑥 | 𝜃) = 1
2

𝑒−|𝑥−𝜃| ln 𝑓(𝑥 | 𝜃) = − |𝑋𝑖 − 𝜃| − ln 2

ℒ︀𝑛(𝜃) = ∏
𝑛

𝑖=1

1
2

𝑒−|𝑋𝑖−𝜃|

𝑙𝑛(𝜃) = − ∑
𝑛

𝑖=1
|𝑋𝑖 − 𝜃| − 𝑛 ln 2

Рассмотрим 𝑍(𝜃) = ∑𝑛
𝑖=1|𝑋𝑖 − 𝜃|.

𝑍′(𝜃) = ∑
𝑛

𝑖=1
sign(𝜃 − 𝑋𝑖)

Получаем корыто. Тогда при нечетном 𝑛 𝜃 = 𝑋(𝑛+1
2) — 𝑛+1

2 -я порядковая статистика. 

Когда 𝑛 четно 𝜃 ∈ [𝑋(𝑛
2 ); 𝑋(𝑛

2 +1)].

В итоге 𝑙𝑛(𝜃) →
𝜃

max ⟺ 𝑍 →
𝜃

min

Задача 1.d :  𝒩︀(𝜇, 𝜎2)

𝑓(𝑥 | 𝜇, 𝜎2) = 1
√2𝜋sqrt2

𝑒− (𝑥−𝜇)2

2𝜎2 ln 𝑓(𝑥, 𝜇, 𝜎2) = −(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2 − 1
2

ln 𝜎2 − 1
2

ln(2𝜋)

𝑙𝑛(𝜇, 𝜎2) = ∑
𝑛

𝑖=1
ln 𝑓(𝑋𝑖 | 𝜇, 𝜎2) → max ⟺ 1

2𝜎2 ∑
𝑛

𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝜇)2 + 𝑛

2
ln 𝜎2 → min

Пусть 𝜎2 известно. Хотим ∑𝑛
𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2 → min. Уравнение на

∑
𝑛

𝑖=1
2(𝑋𝑖 − 𝜇̂) = 0 ⟹ ∑

𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖 = 𝑛𝜇̂ ⟹ 𝜇̂ = 𝑋

Теперь на другую переменную:

− 1
2(𝜎̂2)2 ∑

𝑛

𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝜇̂)2 + 𝑛

2𝜎̂2 = 0 ⇒

⇒ 1
𝜎̂2 ∑

𝑛

𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝜇̂)2 ⇒ 𝜎̂2 = 1

𝑛
∑

𝑛

𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝜇̂)2
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Задача 2 :  Неравенство Рао-Крамера

𝔼𝜃[(𝜃 − 𝜃)
2
] ≥ (1 + 𝑏′(𝜃))2

𝑛𝐼1(𝜃)
+ 𝑏2(𝜃)

где 𝑏(𝜃) = 𝔼𝜃[𝜃 − 𝜃], 𝐼  — информация Фишера (?) 𝜃 = 𝑋 = 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖. 𝑋𝑖 ∼ Poiss(𝜃), 

𝔼𝑋𝑖 = 𝜃, 𝔻𝑋𝑖 = 𝜃 ⟹ 𝔼𝜃𝜃 = 𝜃 т.е. оценка несмещенная

𝔻𝜃[𝜃] = 1
(𝑛 ⋅ 𝐼1(𝜃)

𝔻𝜃[𝜃] = 𝔻𝑋1
𝑛 = 𝜃

𝑛

𝐼1(𝜃) = 𝔼𝜃[ 𝜕
𝜕𝜃 ln (𝑒−𝜃𝜃𝑋1

𝑋1! )
2
]

𝜕
𝜕𝜃

ln (𝑒−𝜃𝜃𝑋1

𝑋1!
)

2

= 𝜕
𝜕𝜃

(−𝜃 + 𝑋1 ln 𝜃 − ln 𝑋1!) = −1 + 𝑋1
𝜃

= 𝑋1 − 𝜃
𝜃

Тогда

𝔻𝜃[𝜃] = 1
𝑛 ⋅ 1

𝜃
= 𝜃

𝑛
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