
Математическая Статистика. Практика 2

Конспекты
🔗

26 февраля

𝑋1,…,𝑋𝑛 ∼ 𝑃Θ. Не знаем Θ но хотим понять

Примечание :  ∀𝜃 ∈ Θ 𝑇𝑛 →
ℙΘ

𝜃

Примечание :  Неравенство Чебышева: 𝔻𝜉 < ∞ ⟹ ℙ(|𝜉 − 𝔼𝜉| > 𝜀) ≤ 𝐷𝜉
𝜀2

Задача 1.a :  Хотим показать что ∀𝜃 ∈ 𝑇𝑛 →
ℙ
𝜃

Пусть 𝑇𝑛 несмещенная оценка. Т.е. ∀𝜃 ∈ Θ 𝔼𝜃𝑇𝑛 = 𝜃.

По неравенству Чебышева ∀𝜃 ∈ Θ ∀𝜀 > 0 ℙ(|𝑇𝑛 − 𝔼𝜃𝑇𝑛| > 𝜀) < 𝔻𝜃𝑇𝑛
𝜀2 →

𝑛→+∞
0. Т.е. 𝑇𝑛 →

ℙ

𝜃(= 𝔼𝜃𝑇𝑛)

Задача 1 :  Хотим показать что ∀𝜃 ∈ 𝑇𝑛 →
ℙ
𝜃

Пусть 𝑇𝑛 ассимптотически несмещенная оценка. Т.е. ∀𝜃 ∈ Θ 𝔼𝜃𝑇𝑛 →
𝑛→+∞

𝜃.

ℙ𝜃(|𝑇𝑛 − 𝔼𝜃𝑇𝑛 + 𝔼𝜃𝑇𝑛 − 𝜃 | > 𝜀) ≤ ℙ𝜃(|𝑇𝑛 − 𝔼𝜃𝑇𝑛| + |𝔼𝜃𝑇𝑛 − 𝜃 | > 𝜀)

Т.к. |𝑇𝑛 − 𝔼𝜃𝑇𝑛| + |𝔼𝜃𝑇𝑛 − 𝜃| ≥ |𝑇𝑛 − 𝜃| ≥ 𝜀 ℙ𝜃(|𝑇𝑛 − 𝔼𝜃𝑇𝑛| + |𝔼𝜃𝑇𝑛 − 𝜃 | > 𝜀) ≤
ℙ𝜃(|𝑇𝑛 − 𝔼𝜃𝑇𝑛| > 𝜀

2) →
𝑛→∞

0 по Чебышеву

Примечание :  По Маркову:

ℙ𝜃(|𝑇𝑛 − 𝜃| > 𝜀) = ℙ𝜃(|𝑇𝑛 − 𝜃|2 > 𝜀2) ≤ 𝔼𝜃(𝑇𝑛 − 𝜃)2

𝜀2

Но 𝔼𝜃(𝑇𝑛 − 𝜃) = 𝔻𝑇𝑛 + (𝔼𝜃𝑇𝑛 − 𝜃)2, где оба слагаемых → 0.

Задача 2 :  𝜉1,…, 𝜉𝑛 — выборка из распределения с ф.р. 𝐹 . 𝜉(𝑛) = max(𝜉1,…, 𝜉𝑛). Хоти 

найти 𝐹𝜉(𝑛)
(𝑥) = ℙ(𝜉(𝑛) ≤ 𝑥) = ℙ(𝜉1 ≤ 𝑥) ⋅ ℙ(𝜉2 ≤ 𝑥) ⋅ … ⋅ ℙ(𝜉𝑛 ≤ 𝑥) = 𝐹𝑛(𝑥), т.к. 

одинаков распределенные величины.

Задача 3 :  𝑓(𝑥) — плотность. 𝐹(𝑥) = ∫𝑥
−∞

𝑓(𝑑)𝑑𝑡. Имеем 𝑓(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) почти везде.

𝑓(𝑥) = (𝐹𝑛(𝑥))′ = 𝑛 ⋅ 𝐹𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥)

Задача 4 :

Решение :  𝜉1,…, 𝑥𝑛 ∼ 𝑈[0; 𝜃]. 𝑓𝜉𝑖(𝑥) = {
1
Θ 𝑥∈[0;𝜃]
0 иначе

1.
𝔼𝜃[2𝜉] = 𝔼𝜃[2 ⋅

1
𝑛
∑
𝑛

𝑖=1
𝜉𝑖] = 2

𝑛
∑
𝑛

𝑖=1
𝔼𝜃𝜉𝑖 =

2
𝑛
⋅ 𝑛 ⋅ 𝜃

2
= 𝜃

По ЗБЧ(?)
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𝜉 →
ℙ𝜃

𝔼𝜃𝜉𝑖 =
𝜃
2
⟹ 2𝜉 →

ℙ𝜃
2𝔼𝜃𝜉𝑖 = 𝜃

Состоятельная и несмещенная

2.

𝐹𝜉𝑖 =
{



𝑥
𝜃 𝑥 ∈ [0; 𝜃]
1 𝑥 > 𝜃
0 𝑥 < 𝜃

𝔼𝜃(
𝑛 + 1
𝑛

𝜉(𝑛)) = 𝑛 + 1
𝑛

𝔼𝜃𝜉(𝑛) =
𝑛 + 1
𝑛

𝜃∫
𝜃

0
𝑛 ⋅ (𝑥

𝜃
) ⋅ (𝑥

𝜃
)
𝑛−1

𝑑𝑥
𝜃
= 𝜃

Интуитивно максимум не может уменьшаться и ограничен 𝜃.

ℙ𝜃(𝜉(𝑛) ≤ 𝜃 − 𝜀) = 𝐹𝑛(𝜃 − 𝜀) = (𝜃 − 𝜀
𝜃

)
𝑛

= (1 − 𝜀
𝜃
)
𝑛
→ 0

Значит ℙ𝜃(𝜃 − 𝜀 < 𝜉(𝑛) ≤ 𝜃) → 1, а это значит что 𝜉(𝑛) →
ℙ
𝜃

3. Только ассимптотически несмещенная, и состоятельная
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