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Задача 1 :

Решение :  Заметим что 𝑋(1) = min(𝑋1,…,𝑋𝑛). Тогда, учитывая что с.в. независимы:

𝐹𝑋(1)(𝑥) = ℙ(𝑋(1) ≤ 𝑥) = ℙ(min(𝑋1,…,𝑋𝑛) ≤ 𝑥) = 1 − ℙ(min(𝑋1,…,𝑋𝑛) ≥ 𝑥) =

= 1 − ℙ(𝑋1 ≥ 𝑥,…,𝑋𝑛 ≥ 𝑥) = 1 −∏
𝑛

𝑖=1
ℙ(𝑋𝑖 ≥ 𝑥) = 1 −∏

𝑛

𝑖=1
(1 − 𝐹(𝑥)) =

= 1 − (1 − 𝐹(𝑥))𝑛

Задача 2 :

Решение :  Знаем что функция распределния 𝑋(1) это 𝐹𝑋(1) = 1 − (1 − 𝐹(𝑥))
𝑛, где 𝐹 ′(𝑥) =

𝑓(𝑥). Значит

𝑓𝑋(1) = 𝐹
′
𝑋(1) = −𝑛(1 − 𝐹(𝑥))

𝑛−1 ⋅ (1 − 𝐹(𝑥))′ =

= 𝑛(1 − 𝐹(𝑥))𝑛−1 ⋅ 𝑓(𝑥)

где 𝐹(𝑥) = ∫𝑥
−∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Задача 3.a :

Решение :  Равное распределение, значит ℙ(𝑋𝑖 < 𝑥) = 𝑥𝜃 . Уже знаем что

𝐹𝑋(1) = 1 −∏
𝑛

𝑖=1
(1 − 𝐹𝑋𝑖) = 1 − (1 −

𝑥
𝜃
)
𝑛

Значит 𝑓𝑋(1) = 𝐹
′
𝑋(1) =

𝑛
𝜃 (1 −

𝑥
𝜃)
𝑛−1

𝔼(𝑛 + 1)𝑋(1) = ∫
𝜃

0
𝑥𝑓𝑋(1)𝑑𝑥 =

𝑛
𝜃
∫
𝜃

0
𝑥(1 − 𝑥

𝜃
)
𝑛−1
𝑑𝑥 = 𝜃

𝑛 + 1

Тогда 𝔼(𝑛 + 1)𝑋(1) = 𝜃. Значит оценка несмещенная.

Возьмем 𝜀 = 𝜃2 . Тогда

ℙ(|(𝑛 + 1)𝑋(1) − 𝜃| <
𝜃
2
) = ℙ(𝜃

2
< (𝑛 + 1)𝑋(1) <

3
2
𝜃) = ℙ(𝑋(1) >

𝜃
2(𝑛 + 1)

) =

= 1 − ℙ(𝑋(1) <
𝜃

2(𝑛 + 1)
) = (1 − 1

2(𝑛 + 1)
)
𝑛

→
𝑛→+∞

𝑒−12

Тогда ℙ(|(𝑛 + 1)𝑋(1) − 𝜃| > 𝜃2) = 1 − 𝑒
−12 ≠ 0. Значит оценка несостоятельная
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Задача 3.b :

Решение :  Аналогично:

𝔼(𝑋(1) +𝑋(𝑛)) =
𝜃
𝑛 + 1

+ 𝑛𝜃
𝑛 + 1

= 𝜃

Значит оценка несмещенная.

Возьмем произовольное 𝜀.

ℙ(|𝑋(1) +𝑋(𝑛) − 𝜃| > 𝜀) = ℙ(𝑋(1) + (𝜃 −𝑋(𝑛)) > 𝜀) ≤ ℙ(𝑋(1) >
𝜀
2
) + ℙ(𝜃 −𝑋(𝑛) >

𝜀
2
)

Но ℙ(𝑋(1) > 𝜀2) = (1 −
𝜀
2𝜃) →𝑛→+∞ 0 и

ℙ(𝜃 −𝑋(𝑛) >
𝜀
2
) = ℙ(𝑋(𝑛) < 𝜃 −

𝜀
2
) = (

𝜃 − 𝜀2
𝜃
)
𝑛

= (1 − 𝜀
2𝜃
)
𝑛
→
𝑛→+∞

0

Значит правая часть неравества ℙ(𝑋(1) > 𝜀2) + ℙ(𝜃 − 𝑋(𝑛) >
𝜀
2) →𝑛→+∞ 0 и оценка 

состоятельная

Задача 4 :

Решение :  Известно1 что ∑𝑛𝑖=1𝑋𝑖, где 𝑋𝑖 ∼ Exp(𝜆), имеем распределение Γ(𝑛, 1𝜆). Тогда 

𝑓∑𝑋𝑖(𝑥) = 𝑥
𝑛−1𝜆𝑛 𝑒−𝜆𝑥(𝑛−1)!𝟙[0;+∞)(𝑥). Тогда можем посчитать 𝔼( 𝑛

∑𝑋𝑖
) через плотность:

𝔼( 𝑛
∑𝑋𝑖

) = 𝑛 ⋅ ∫
∞

0

1
𝑥
⋅ 𝑥𝑛−1𝜆𝑛 𝑒

−𝜆𝑥

(𝑛 − 1)!
𝑑𝑥 = 𝑛𝜆𝑛

(𝑛 − 1)!
∫
∞

0
𝑥𝑛−2𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 =

= 𝑛𝜆𝑛

(𝑛 − 1)!
⋅ (𝑛 − 2)!
𝜆𝑛−1

= 𝜆𝑛
𝑛 − 1

≠ 𝜆

Значит 1𝑋  смещенная (но видимо ассимптотически несмещенная, т.к. 𝔼 1𝑋 →
𝑛→+∞

𝜆).

По ЗБЧ 𝑋 →
ℙ
𝔼𝑋𝑖 = 1𝜆 , т.к. 𝔻𝑋𝑖 = 2

𝜆2 . Значит 1𝑋 →
ℙ
𝜆. Значит оценка состоятельная

1https://ru.wikipedia.org/wiki/Экспоненциальное_распределение#Связь_с_другими_распределениями
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