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Задача 1 :

Решение :

ℙ(𝐹𝑛(𝑥) =
𝑘
𝑛
) = ℙ(1

𝑛
∑
𝑛

𝑖=1
𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥} =

𝑘
𝑛
) = ℙ(∑

𝑛

𝑖=1
𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥} = 𝑘)

Заметим что 𝑋′
𝑖 ≔ 𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥} имеют распределение Бернулли, а ℙ(∑𝑛

𝑖=1𝑋
′
𝑖 = 𝑘)) это 

вероятность количества успехов в схеме Бернулли. Значит

ℙ(∑
𝑛

𝑖=1
𝑋′
𝑖 = 𝑘) = (

𝑛
𝑘
)𝐹 𝑘(𝑥)(1 − 𝐹(𝑥))𝑛−𝑘 = ℙ(𝐹𝑛(𝑥) =

𝑘
𝑛
)

Задача 2.a :

Решение :

𝐹𝑛(𝑥3) =
1
𝑛
∑
𝑛

𝑖=1
𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥3} =

1
𝑛
∑
𝑛

𝑖=1
𝟙{ 3√𝑋𝑖 ≤ 𝑥} = 𝐹 ′𝑛(𝑥)

Где 𝐹 ′𝑛(𝑥) эмпирическая функция распределения выборки 3√𝑋1, 3√𝑋2,….

Задача 2.b :

Решение :

𝐹 3𝑛 (𝑥) =
1
𝑛3
(∑

𝑛

𝑖=1
𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥})

3

= 1
𝑛3
∑
𝑛

𝑖=1
∑
𝑛

𝑗=1
∑
𝑛

𝑘=1
𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥} ⋅ 𝟙{𝑋𝑗 ≤ 𝑥} ⋅ 𝟙{𝑋𝑘 ≤ 𝑥} =

=∑𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥,𝑋𝑗 ≤ 𝑥,𝑋𝑘 ≤ 𝑥} =∑𝟙{max(𝑋𝑖, 𝑋𝑗, 𝑋𝑘) ≤ 𝑥} = 𝐹 ′𝑛3(𝑥)

Где 𝐹 ′𝑛3(𝑥) эмпирическая функция распределения выборки 𝑋′
𝑖𝑗𝑘 ≔ max(𝑋𝑖, 𝑋𝑗, 𝑋𝑘):

max(𝑋0, 𝑋0, 𝑋0),…,max(𝑋𝑛, 𝑋0, 𝑋0),max(𝑋0, 𝑋1, 𝑋0),…,max(𝑋𝑛, 𝑋𝑛, 𝑋𝑛)

Задача 3.a :

Решение :  Пусть 𝑋′
𝑖 ≔ 𝟙{𝑋𝑖 ≤ 𝑥} — случайные величины. Тогда если 𝑆𝑛 = ∑𝑋′

𝑖 , то

𝔼𝑆𝑛
𝑛
= 𝔼∑𝑋′

𝑖
𝑛

= ∑𝔼𝑋′
𝑖

𝑛
= ∑𝐹(𝑥)

𝑛
= 𝐹(𝑥) 𝑆𝑛

𝑛
= 𝐹𝑛(𝑥)

Тогда по ЗБЧ:

𝑆𝑛
𝑛
− 𝔼𝑆𝑛

𝑛
→
ℙ
0⟹ 𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥) →

ℙ
0

1



Т.е. ∀𝜀 > 0 ℙ((𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)) < 𝜀) → 1⟹ 𝜀 ≔ 𝑎 limℙ(−𝑎 < 𝐹𝑛 − 𝐹(𝑥) < 𝑎) = 1

Задача 3.b :

Решение :  Аналогично предыдущему пункту возьмем случайные величины 𝑋′
𝑖 , имеющие 

распределение Бернулли. Значит 𝔻𝑋′
𝑖 = 𝐹(𝑥)(1 − 𝐹(𝑥)), 𝔼𝑋′𝑖 = 𝐹(𝑥). Тогда по 

интегральной теореме Муавра-Лапласа:

ℙ(− 𝑎
√𝔻𝑋′

𝑖
≤ 𝑛𝐹𝑛(𝑥) − 𝑛𝐹(𝑥)

√𝑛𝔻𝑋′
𝑖

≤ 𝑎
√𝔻𝑋′

𝑖
)→ Φ( 𝑎

√𝔻𝑋′
𝑖
)−Φ(− 𝑎

√𝔻𝑋′
𝑖
)

ℙ(−𝑎 ≤
√
𝑛(𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)) ≤ 𝑎) → 2Φ( 𝑎

√𝐹(𝑥)(1 − 𝐹(𝑥))
) − 1

2


