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1 Ассимпточиское поведение линейных рекуррент

1.1 Квазимногчлен в рациональную ПФ
Лемма 1.

• an = nkrn

• A(t) = P (t)
Q(t)

Тогда Q(t) = (1− rt)k+1

A(t) =
1

r
·
P ′
k(t)(1− rt) + r(k + 1)Pk(t)−

∑k
i=0 r

(
k+1
i

)
Pi(t)(1− rt)k−i+1

(1− rt)k+2

Доказательство. Доделать

Лемма 2.

• an = p(n)rn

• A(t) = P (t)
Q(t)

Тогда Q(t) = (1− rt)deg p+1

Следствие 1.0.1. Квазимногочлен ⇒ Рациональная ПФ:
Корни Q(t): 1

ri
кратности deg pi + 1

1.2 Рациональная ПФ в квазимногочлен

• A(t) = P (t)
Q(t)

Q(t) =

s∏
i=1

(1− rit)
fi

P (t)

Q(t)
=

s∑
i=1

Pi(t)

(1− rit)fi

1
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Лемма 3.
A(t) =

P (t)

(1− rt)k+1

Тогда
an = p(n)rn

, p — полином, deg p = k
A(t) = P (t)U(t)

U(t) = (1 + rt+ r2t2 + . . . )k+1

an =

n∑
i=0

piun−i

Следствие 1.0.2.

an =
∑

x1+x2+···+xk+1=n

rn =

(
n+ 1 + k − 1

k

)
rn =

(
n+ k

k

)
rn =

=
1

k!
(n+ k)(n+ k − 1) . . . (n+ 1)rn = pk(n)r

n

m∑
i=0

piui =

(
m∑
i=1

pn−i(n)

ri

)
rn

1.3 Оценка ассимптотического поведения

Обратные корни:

r1 f1
r2 f2
...

...
rs fs

Свойство 1.

• ∃ri : |ri| — max

• ∀j ̸= i : |rj | < |ri|

ri вещественные an ∼ nfi−1 · rni
Свойство 2. Несколько ri имеют max |ri|

1. ri ∈ R, ri = ±r. Если разной кратности у ri, rj, соответсвенно fi > fj
Тогда an ∼ nfi−1rni (+nfi−1rnj )
Если одинаковой кратности fi = fj
Тогда an ∼ c1n

fi−1rn + c2n
fj−1(−r)n

Свойство 3. r1, r2, . . . , rl — орбратные корни максимальной степени max |ri| и max fi

ri = zie
iϕi

an ∼ nfizn
l∑

j=1

eiϕj

Если ϕj =
2πaj

bj
, n делится на LCM(bj) классов

Пример. Числа каталана:

cn =

n−1∑
k=0

ckcn−k−1

C(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + . . .

C(t)2 = c20 + (c0c1 + c1c0)t+ . . .

C(t)2 · t+ 1 = C(t)

t · C(t)2 − C(t) + 1 = 0

C(t) =
1−

√
1− 4t

2t
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Замечание. Рассмотрим (1− t)α:

(1− t)α =

∞∑
i=0

(
α

i

)
ti = Pα(t)

(
α

t

)
=

α(α− 1)(α− 2) · (α− i+ 1)

1 · 2 · 3 · · · · · i

P 1
2
(−4t) = 1− 2t− 2t2 − 4t3 − 10t4( 1

2

2

)
=

1
2 ·
(
− 1

2

)
1 · 2

= −1

8( 1
2

3

)
=

1
2 ·
(
− 1

2

) (
− 3

2

)
1 · 2 · 3

=
1

16
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